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Resumen

En este trabajo se presenta una modelacion matematica de la transmision de la Leishmaniasis
Cutanea Americana (LCA). Esta generaliza algunos modelos [5, 6, 7] introducidos previamente
cuyas ecuaciones en diferencias finitas son transformadas adecuadamente enecuaciones diferenciales
ordinarias que describen la dindmica de transmision en forma continua, suponiendo diferentes especies
de reservoriosy hospedadores incidentales. Aqui se corrige el articulo [9] logrando unas adecuadas
simulaciones.
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Abstract

In this work presents a mathematical modeling of the transmission of American Cutaneous
Leishmaniasis (ACL). This generalizes some models [5, 6, 7] previously introduced finite difference
equations which are transformed into ordinary differential equations properly that describe the
dynamics of transmission continuously, assuming different species of reservoir and incidental hosts.
Here is corrected the article [9] achieving an adequate simulations.
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1. Introduccién

Una de las enfermedades resurgentes mas conocidas es la Leishmaniasis Cutanea
Americana (LCA) ([5, 11]), causada por parasitos del género Leishmania que son transmitidos
entre sus hospedadores por flebotominos (Diptera: Psychodidae: Phlebotominae). Segun
estudios hechos en Venezuelapresenta una incidencia de 4000 casos clinicos, [8], una
prevalencia de 12.3,por cada 100000 habitantes, [3] y de una concentracidon de prevalencia
enlos estados Andinos [15], en [9] también se trata el problema de la modelacion matematica
de la Leishmaniasis Cutanea Americana, pero se cometeun error de grandes magnitudes, en
el pase del sistema de ecuaciones endiferencias finitas al sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias, por loque el problema tratado es totalmente distinto al presentado aqui.

El modelaje matematico de la dindmica de transmision de las Leishmaniasis ha sido
pobremente desarrollado si se compara, por ejemplo, con elde la malaria [2, 11, 6, 13],
que por razones historicas y de impacto en lasociedad humana global, ha sido mucho mas
estudiada.

Los modelos matematicos se han empleado para estudiar fenémenos especificos, y
poder entender y describir su comportamiento tanto general como a futuro.

Se introduce un modelo de ecuaciones diferenciales ordinarias, utilizando las técnicas
presentadas en [4], a partir de un modelo de ecuaciones en diferencias finitas [5, 7, 6] de
la dinamica de transmisién de la LCA, suponiendodiferentes especies de reservorios y
hospedadores incidentales. Se obtiene unsistema de cuatro ecuaciones que resultan ser no
lineales. Se realizaron variassimulaciones empleando el programa MATLAB con el proposito
de tenerdiferentes escenarios. Todos los calculos obtenidos se hicieron con Maple.

En [5, 6, 7] se estudia la estabilidad asintotica de un modelo en dondeintervienen solo
tres especies y las ecuaciones que se consideran son muchomas sencillas que las que se
consideran en este trabajo, puesto que trabajancon un sistema de tres ecuaciones con tres
incognitas.

2. Planteamiento del problema

Para el caso bajo estudio de este trabajo se utilizan las mismas variablesconsideradas
en [5, 6, 7] de un sistema cerrado donde se dispone de unapoblacion fija de 4 humanos, B
burros, C vectores y D perros, y se definela tasa de crecimiento poblacional de cada especie
involucrada; esto es, H=H(¢) = H hospedadores incidentales, hospedadores reservorios
infectados, R = R(¢) = R, perros P = P(t) = P, y vectores infectados, V=V (¢) = Vel nimero
de humanos, burros, perros y vectores infectados, respectivamente,en el tiempo ¢, £>0. El
modelo estudiado en [5, 6, 7] queda como:

(D
H,,=H¥ B,V (A-H) -y, H,
Rz+1 - Rz+ 'BR V[(B 7Rz) o VRRx
P =P BPV(D—P)—7,P,
V=V BIC—V) V)
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El significado de estas variables y pardmetros se muestra mas adelante. Lavariable / en
(1) puede serigual a P o R 6 H segln se considere a perros,burros o humanos, respectivamente,
como Unicos reservorios de la infeccion.En el caso en que se considera simultaneamente a
perros y burros como reservorios le corresponde el siguiente sistema:

()
H,,=Htp,V(A-H)=y,H
Rt+] = Rt+ B RVt(B _Rz) B yRRt
Pt+] :Pt_'_ﬂPI/t(D _Pz) _VPPt
Vi =VABLCV)+BR(C-V) -V,
Los otros valores envueltos en estas ecuaciones son las mismas que las dadasen ([1,
7).
1 = tasa de mortalidad del Vector (1/unidad de tiempo).

B~ tasa de infeccion, per capita, en encuentros entre Vectores y Burros (1/Individuo. Unidad
de tiempo).

f,= tasa de infeccion, per cépita, en encuentros entre Vectores y Humanos(1/Individuo.
nidad de tiempo).

= tasa de infeccion, per capita, en encuentros entre Vectores y Perros
(1/Individuo. Unidad de tiempo).
7.~ tasa de recuperacion de la infeccion de los Burros (1/unidad de tiempo).
7,~ tasa de recuperacion de la infeccion de los Humanos (1/unidad de
tiempo) y
7,= tasa de recuperacion de la infeccion de los Perros (1/unidad de tiempo).
Proponemos y estudiamos los siguientes modelos (3) y (4) que surgende transformar

las ecuaciones (1) y (2) como ecuaciones diferenciales ordinarias, mediante el método de
las derivadas progresivas (forward derivativemethod),

3)
= B
Z—f = 5 V(B-R)-y, R
= = Bvwp)
B HC D)
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4)

dH
BV -

dn
E:’G}R V(B-R)- 7, R

dP

— = B.yo-P)-yp
av
P P(CY) = BRC-V) — b,

Esto es consistente con la forma en que las ecuaciones (1) y (2) son escritas. Mds aun,
haciendo un programa de las ecuaciones diferenciales en MATLABcorrespondientes a las
ecuaciones en diferencias finitas que aparecen en [7] usando ecuaciones del tipo (1) y (2)
se obtienen por cierto las mismas soluciones.

Se denotan por P, R, H,y V, el nimero de perros, burros, humanos y vectores
infectados en el tiempo /=0, evaluadas en las condiciones iniciales, que es cuando comienza
el experimento.

Después de algunas simplificaciones el sistema (3), luce ahora, dependiendo si tenemos
en la ultima ecuacion /=P, I=R, o [=H, como

(%)
2t Z—yHH'FﬂHAVfﬂHHV
ar
d_f-:_yRR +ﬂRBV*ﬂRRV
ar
d_f':-yPP +ﬁPDV—,3PPV
o =—,LtV+ﬁPCP—ﬁPPV
(6)
d—+=—yH_H+ﬂHAV—ﬂHHV
ar
d_f':_yRR + B, BV B, RV
ar
d—+=-yPP ~I—[7’PDV—,BPPV
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dv
o =-puV+p,CR-B.RV
(7

- =y H+p AV HV
dR

:1'_"': )R+ B, BV—pB, RV

dP

;= -y, P+B,DV—-B, PV
dv

PR =-uV+p,CH-B, HV

respectivamente. De manera similar, para el sistema (4)

®)

dH
it =-y, H+ B, AV, HV

dR
:1'_"': )R+ B, BV—p, RV

P
~ =P B DV- B, PV

F

. AV BL-BRCT)

3. Dinamica y estabilidad asintética

Se comienza tomando la ecuacion (3) la cual es un sistema con variables H, R, Py
V, con este sistema se reduce a las variables H, R y V' con la salvedad de hacer /=R y no se
incluye los perros, P, en el estudio, se obtiene la formula (17) de [6]:

©)

H=f,V(A-H) -y, H
R= B V(B-R)-y,R

V= BRC—V)-uV,
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Se calculan después los puntos criticos de (9) que son V=0, R=0 y H=0 trivialmente
y los no triviales son:

i BEBC — pyg T
B h Br(BrC + vr)
| BRBC — pyr
Br(BrB + 1)
Ef*
- - ABy (B%BC — puvg)
| BuB%BC — Bupyr + YuBaBuBRY |

El Jacobiano de este sistema es

BV —u | 0 B(A—H)
J1l = 0 BrV —vr  Br(B - R)
0 Br(C—-V) BrR-—p

Luego, buscamos el espectro de J1, este es:

o(J1) = { —BuV —H.
1

1. .. 1 1
_E.-'jH"_E".‘R z.BRR la

1 .
:I:E\/ (BRV?2 +28pV R + 283V R — 28V u + vp — 27rBrR)

—2pr + BLRZ + 28Ry + p2 — 48LBV + 455BC — 4,5'??120}

Por otra parte, la variable 7 puede ser igual a P o R o H segln se considere perros,
burros o humanos, respectivamente, como unicos reservorios de la infeccion y las ecuaciones
(3)-(4) seran

(10)
H=p V(A-H)-y, H

R=BV(B-R) -yR
P=B,V(D-P)-y,P

V=BIC-V)-pV,

Wadie Aziz
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y
(11)

H=P V(A-H)—-y, H
R= AV(B—R) R
P= f,V(D—P)-y,P

V= BPC— V)~ RCV) .

En cada caso deben existir condiciones iniciales, es decir, el nimero de perros, burros,
humanos y vectores infectados en el tiempo /=0, que es cuando se comienza el experimento,
dichas condiciones iniciales las denotamos como P, R, H,y V, respectivamente.

El sistema (10), después de algunas simplificaciones luce ahora, dependiendo si tenemos
en la ultima ecuacion /=P, I=R o I=H, como
(12)
H= -, H + p, AV - B, HV
R=-y,R +8, BV B RV
=y, P+B,DV-BPV
V=-u V+p,CP—p PV,
(13)
U=y H+ B, AV-p HV
R=-1,R + B, BV~ B, RV

P=-y,P+B,DV-B,PV

V=-uV+pB CR—BRV,

Wadie Aziz
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(14)
V= -y, H + B, AV-§, HV
R=-p.R+B, BV—f RV
P=-y,P+B,DV-BPV

V=-uV+p, CH-p HV,

respectivamente. De manera similar, para el sistema (11)

(15)
He-y, H+ B, AV- B, HV
R=-y.R+p, BV—f RV

I;=-pr+ﬁPD V-B.PV

I4

V=-uV+(B,P+BR)C-V)

Vamos ahora a determinar los puntos criticos en cada uno de los sistemas (12)-(14).
En cada caso, es claro que H"= R*= P* = V"= (0 es uno de ellos, el llamado origen de
coordenadas. Los otros puntos criticos, no triviales, son los siguientes. Para el sistema (12),
el tnico punto critico, ademas del origen es dado por:

[ Jljff-’dl [S?‘.\C.D — f_,[":.p}] 7
BpDBuC — Bppyp + YHBPD + pwyn By

H*
SRB[S}:CD — ,f_,[-"_r';}}]
o BpBrRCD — Bruyp + BpYrRD + Bpuvr
P* Jj?:C.D — U5 p
v ,S;:{ﬂ;:C—" -+ ’}"pjl

.L??rc .D — UYp
L Bp(BpD + p)’ J

Wadie Aziz
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Para el sistema (13) este es:

I BuAlpyr — BEBC) )
—BuB%BC + Bupyr — Y BEB — YuBrp

Hi’
—B%BC + pvyg
R Br(BrC + 1r)
pP* B BpDlpyr — BEBC]
” B%8pBC — yrfpp + B3 Byp + uBryp
- R — BEBC
. Br(BrB +p)’ i

y finalmente para el sistema (14) es:

_ (=p)ya—1)-BfAC

- H* Bu (B C+yu —1)
x Bl(1—p)(yu—1)—85 AC]
R B All=vr—BrC)+Bu(1—p)(vr—1)+Br(1—p)(1—18)
P DI(1-p)(yu—1)—-BE AC]

G5 A(l—yp—BpC)+Bu(1—u)vp—1)+8p(1—p)(1—vu)

V*
. . _ (I=p)(ru-1)-BFAC

Bu(frA+p—1)

Mirando el sistema (15) notamos inmediatamente que el origen es una solucion, sin
embargo otras soluciones no triviales existen pero necesitamos muchas mas condiciones
sobre los signos de las constantes envueltas, a fin de determinarlas. Definitivamente no es
una tarea facil.

Sea (H',R",P",V") un punto critico de los sistemas (12), (13) y (14). Definamos la
aplicacion F:D C R* — R’ la cual sera util para el estudio de la estabilidad del sistema,
dada por

F(H9R7P)V):(F1(H9R7P)V)’ FZ(H7R?P7V)5 F3(H?R)P7V)9 F4(H)R7P’V))
donde

Wadie Aziz
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F (H,R,P,V)=-y, H+ B, AV - B, HV
F,(H,R,PV)=-y,R + B, BV - B RV
F,(H,R,P,V)=-y,P+B, DV -B,PV

yF 4(H,R,P, V) que, dependiendodesi/ =P, /=R ol = Hen(3) es dado respectivamente,
como

F,(H,R,P,V)=-uV+B,CP+B PV
F,(H,R,P,V)=-pV+B,CR + B RV
F,(H,R,PV)=-puV+p,CH+pB HV.
Denotemos por J F J F, J F la matriz jacobiana de F en el punto critico (H,R",P",V")
donde tomamos como F(H,R,P.V) el caso I = P, I = R oI = H cuando corresponda. Notemos
que la matriz Jacobiana de F' es la matriz variacional de los sistemas (12), (13) y (14) segin

sea el caso, la idea en todo caso es estudiar condiciones para la estabilidad asintdtica
dependiendo del espectro de la matriz en cuestion. La matriz variacional en cada caso es

—vH — BuV” 0 0 Bu(A—H")
JpF = 0 —Yr — BrV* 0 Br(B — RY)
F 0 ] —Yp — ﬁplfr* .BPIID — .!D*J
0 0 Bp(C=V*) —p—f3pP*
i — ByV* 0 0 Bu(A—H*)\
B 0 —r — BRV* 0 Br(B — R*)
JHF - 0 0 —Vp — ISPL’F* ﬁp{D — P*:I
0 Br(C —V7) 0 —j— BrE"
—Yy — BuV™ 0 0 Bu(A—H?)
_ 0 —vr — BrRV* 0 Br(B — R*)
JIIF - 0 0 —p — ISPFF* .SP[D - -P*J
Bu(C — V) 0 0 —p—BuH

En el caso del sistema (15) F,, F,y F, son como antes, mientras que F, es dada por
E(HRPV)=puV+(B P + B R(C-V),

y la matriz variacional luce

-1 — BuV™ 0 0 Bu(A—H™)
IF — 0 —vp — BgV* 0 Br(B — R*)
B 0 0 —yp — BpV* Bp(D — Pr)
0 Br(C—V*) Bp(C—-V*) —u—BpP* — BrR*
20 Wadie Aziz
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Definicion 3.1([12, 14]) £l punto de equilibrio x, del sistema no lineal xi=f{x) en R"
es estable si para cada £>0 existe un 0>0 de tal forma que para cualquier x'] R", ||x-x || <0
implica que la correspondiente solucion x(t; x, t,) de dicho sistema satisface ||p(t; x, t,)-
x,||<e. El punto de equilibrio x, es inestable si no es estable.

Definicion 3.2([10, 12, 14]) El punto de equilibrio x, del sistema no lineal ix
=f(x) en R" es asintdticamente estable si es estable y ademads lim._,_ @(t; x,t0) =
lim, . @(t; x,t0) =x,

Se estudia la estabilidad o inestabilidad de los puntos criticos encontrados mediante
el signo de los autovalores de las correspondientes matrices variacionales. Como el
origen (H'=R"=P"=V"=() es un punto critico para cada sistema (12), (13), (14) y (15) las
correspondientes matrices variacionales quedarian asi:

a0 0 pGuA —g 0 0 GyA

- 0 —wr 0 BgrB . 0 —r 0 [Bgp
JrE =1 0 —vp BpD JrE=| 0 —vp BpD
0 0 BpC —p 0 BrC 0 —p

—vg 0 0 GuyA —yg 0 0  pBuA

_ 0 -y 0 [gB | 0 —yr 0 BgB
JHF o 0 0 —¥p .S;J.D : JF = 0 0 i = ﬂpD
,S”C 0 0 — 0 ISRC-r ,Spf'__:r — L

Afirmamos que el origen es inestable en todos estos sistemas y lo comprobamos
mediante los siguientes teoremas.

Teorema 3.3. El origen es inestable para los sistemas (12)-(14).

Prueba: Lo que hacemos es calcular los espectros de las matrices dadas arriba, estos
son:

1 1 1 : .
a(JpF) = {-M.—Yr:—37P — K * —yf“;'?: — 2pyp + p? + 45%DC),

2 2 2

LV SR O s -
o(JrF) = {—u,—pP —3 TR = GHE S\ TRt 435 BC + p= — 2uyR}

1 1 1 5 2 9
o(JuF) = {—yp,—¥R. —gYH — SH + SV~ 2uyH + p= + 405 ACY

De acuerdo con la definicion anterior, y con el Teorema de Variedad Estable (ver [14])
la condicidn necesaria y suficiente para garantizar la estabilidad asintdtica es que todos los
autovalores tengan parte real negativa. Observando los espectros de las matrices de arriba
notamos que una condicidn necesaria para tener autovalores con parte real negativa es que
“V4<0 -7;<0, y =v,<0 o, equivalentemente, v,>0 v,>0,y y,>0. Por otro lado, de acuerdo

Wadie Aziz
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con [6] los valores de las constantes en cuestion tienen la propiedad —y,<0 -y,<0, y —y,<0.
En otras palabras, no hay forma de garantizar estabilidad asintotica del origen para estas
ecuaciones. En otras palabras, el origen es inestable. o

Observacion 3.4. El caso en que el punto critico nulo (el origen) no sea asintotica
estable significa que la enfermedad no desaparece por si sola. La forma de hacerla disminuir
y eventualmente desaparecer es introduciendo nuevos elementos como fumigaciones o
vacunaciones en los individuos, lo cual corresponderia a introducir perturbaciones en
el ecosistema y por tanto en el modelo, pero que en nuestro sistema en cuestion no se
contempla.

Observacion 3.5. La estabilidad de los otros puntos criticos diferente del origen serdn
estudiados en un trabajo actualmente en preparacion, consideramos de vital importancia el dar
informacion sobre el origen pues es en este punto (ausencia de individuos infectados) donde
se desean que converjan de manera asintotica las soluciones del sistema correspondiente,
cosa que ya hemos visto no ocurre a menos que se introduzcan perturbaciones.

El caso de la matriz JF es mas complicados, para ello se utiliza el criterio de Routh-
Hiirwitz. Esto es, se halla el polinomio caracteristico asociado con esta matriz, (15), es:

P()=A"+a ji+a ) +aj+a,
donde

A=Yl TV TV T VTl

=YYy t VYt (Y, Y T Y,)- B2CD

A=Y V¥ T MYy Yty Ve T YeYe)- B CD(vtyyy)

a,=yy Ve [7p 1= B, CDJ.
Teorema 3.6. El origen es inestable en el sistema (15).

Prueba: Usamos el criterio de Routh-Hiirwitz ([10]) y damos condiciones para la
estabilidad asintotica del origen. Resolviendo la ecuacion caracteristica del sistema (8),
luego

}'."1 ]_ D) 4 ] = % _.31 — ﬂlﬁﬂ{:lﬂ-lﬂ'g
A3 ar az 0
Mlar az as|ap=9% —g, |3 =20"ul_|

a1

AU .51 d9 .53 ag = 0

Hay dos casos de degeneraciones:

* En la primera, el primer elemento de una fila de la tabla es 0. Esta degeneracion se
salva sustituyendo el 0 por € (niimero infinitesimalmente positivo), y se continua calculando.

Wadie Aziz
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Luego, a la hora de comprobar los cambios de signo se deja el 0 que sustituimos y donde
nos aparezca € calculamos el limite cuando ¢ tiende a 0.

* En la segunda, toda una fila de la tabla es 0. Esta degeneracion se salva montando
el polinomio auxiliar de la fila inmediatamente superior a los que nos aparecio la fila de
ceros. A esta ecuacion se deriva 'y lo que nos dé se sustituye en la fila de ceros, pudiendo
asi seguir calculando. Al igual que en la anterior degeneracion, para comprobar los cambios
de signos se deja el 0 que nos aparecio.

Si en el denominador de la funcion de transferencia del sistema tenemos una incognita,
se calcula de igual forma todo el criterio de Routh-Hiirwitz y en las filas de la primera columna
en la que nos aparezca la incdgnita debera ser su resultado mayor que 0, resolvemos las
inecuaciones y tomamos los resultados mas restrictivos, siendo estos lo que nos determinen
que el sistema sea estable.

Finalmente, se puede comprobar aplicando el método de Ruffini(método de la division
sintética), y observaremos que en los que nos dio un 0 nos saldrd un par de polos complejos
conjugados, si la parte real es negativa el par de polos complejos es estable, sino no se sabe
si lo es. Calculamos los ¢’s de esta forma:

81=B1a2/ Bl= a,; 52= 53=0.

En el limite de la estabilidad, a través del Teorema de Routh podemos saber si el sistema
se encuentra en otro estado que no sea estable o inestable, y este es si se encuentra en el
limite de la estabilidad, es decir, se produce una oscilaciéon mantenida, incluso en estado
estacionario esta oscilacion se mantendra.

Esto se produce cuando en nuestra tabla de Routh alguna linea se puede hacer 0 y no haya
ningun cambio de signo en nuestra primera columna. En este caso, el sistema se encuentra
en el limite de la estabilidad, esto representa en el plano complejo dos polos conjugados
en el eje imaginario (sin parte real). Un polo doble en el origen (doble integrador) no seria
nuestro caso, ya que un polo en el origen genera inestabilidad. Podemos hallar el lugar de
estos polos a través del polinomio auxiliar que obtenemos de la fila superior a la de ceros.

Esto es, si 8, -0, es equivalente a decir que a, a,- &, a,~ 0 y esto es equivalente a (a,
a,—ajaja, —a,a,.
En el caso cuando perros y burros son reservorios (8) graficamos con los valores

iniciales H=10, R=14, P=18y V=20. Los valores de los demas parametros son dados como
en [6]. Las gréficas con estas condiciones son dadas abajo:

Wadie Aziz
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Figura 1. Divergencia en diferentes planos

Se nota que, tal como lo muestra el teorema anterior, cada una de las soluciones crecen
indefinidamente cuando # aumenta. Una situacion similar ocurren si se grafican las soluciones
de las ecuaciones (12)-(14).

4. Observaciones finales

Se describe un modelo de la dinamica de transmision de la Leishmaniasis Cutanea
Americana, se muestra que no hay estabilidad asintotica en el origen. Pudiese ser la entrada
para estudiar otras propiedades de este modelo, como: conjuntos estables, inestables y
centrales.

Las simulaciones numéricas para este modelo permitirian observar el comportamiento
de las soluciones en puntos cercanos a los puntos criticos y para distintos valores iniciales,
su implementacion es propicia.

El modelo planteado es restrictivo en el sentido que considera un ecosistema cerrado
donde el nlimero de individuos, 4, B, C, y D son fijos a lo largo del proceso, es posible,
mediante experimentacion, dar expresiones en término del tiempo ¢ para estos valores y se
convertirian en funciones del tiempo, es decir, 4=A(t), B=B(t), C=C(t) y D=D(t); lo cual
es plausible pensando que el nimero de individuos cambia.
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