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Resumen

En este trabajo nos enfocaremos en los espacios de las fiexcimntinuas de X €R con la topologia de la convergencia
puntual, que se denota comg,X) . Parte de los resultados se basan en un andlisis de la deawistr de un teorema
de Fremlin DH, 1994, el cual dicE(Cy(X)) < 1 0 2(Cp(X)) = w1. La segunda alternativa naturalmente conlleva una
construccion de un subespacio numerable ¢¢>Q que, ain cuando en general no es homeomorfo,a&spacio de
Arkhangel'skii-Franklin), tiene ranga;. Presentaremos una demostracién més general de la codatpor Fremlin DH,
1994, de este teorema, basada en las ideas desarrolladas por

Palabras clave Rango secuencial d&,(X),espacio Arkhangel'skiFranklinS,, .

Abstract

In this work we will focus in the spaces of the continuousqrerinces of X inR with the topologia of the punctual
convergence, which is denoted likg(&X). Part of the results they are based on an an dlisis of the deawén of
Fremlin’s theorem which says(C,(X)) < 1 or £(Cp(X)) = w1. The second alternative naturally carries a construction
of a denumerable subspace of(X) that, still when in general it is not homeomorfo tg $Arkhangel'skii-Franklin space),
range hasw;. We will present a demonstration mas general of the con&tduone for Fremlin of this theorem, based on the
ideas developed by Fremlin.

Key words: Sequential range @, (X), Arkhangel'ski-Franklin spaceé,,.

1 Introduccién (H(t)iew) No tiene punto limite e@,(X);

. - . 3) H(s) # H(t) paratodas+teS,.
El ejemplo tipico de un espacio con range es S,,,

el espacio de Arkhangel'skFranklin (Arkhangel'ski AV y . r .
col., 1968, Vaughan JE, 2001). En este trabajo presentaremo A la funcion H la llamaremos una F-inmersion, por

algunos resultados que dan condiciones suficientes para miin. Ademas la imagen d8,, bajo H sera llamada
9 ) q . P %%%F—copia deS,, enC,(X). Lo que permite construir un
un espacio tenga rango secuencial Nos enfocaremos en

. ! ) subespacio numerable X) que, aln cuando en general
los espaciop(X) de las funciones continuas déen R b A 9

> . no es homeomorfo §,, tiene rangaw;.
con la topologia de la convergencia puntual. Parte de los

resultados se basan en un analisis de la demostracion del Por otra parteCp(NN) contiene una copia ds,,. En

siguiente Teorema:' : L efecto, Stevo Todorcevic y Carlos Uzcategui (Todorcevic
Teo,rema 1.1 (Fremlin) Sea X un espaf:lo topolégico nog y col., 2001) mostraron que $X,7) es un espacio
vacio. El rango secuencial de;(X) es: 1 6w topolégico T,, regular y con topologia analitica, entonces
. X es homeomorfo a un subespacio numerabl@gl(é\IN).
Para demostrar la segunda alternativa del Teorema 1.1 Fregj- espacio Arkhangel'skiFranklin S, satisface dichas
lin construye una funciohl : S,, - Cp(X) que satisface: hipétesis, es deciB,, es: T,, regular y posee una topologia
1) limiL H(t"i) = H(t) para cualquiete S,,; I3 (Uzcategui C, 2003), por lo tantd,(N") contiene una
2) Si(t)iey €S Una sucesion ), tal que existe, y (m)icy  copia deS,,. Por otro lado, un resultado de Arkhangeliski
cont™my < t, m < my; para todoi € N, entonces Bella ( Arkhangel'ski AV y col., 1996) implica queC,(2")
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no contiene copias d8,,. Sin embargo, como veremos mas(i) Por la definicion 2.1 se tiene claramente gifé?) c
adelante, el rango d&,(2") esw;. Luego, por el Teorema AlertD)

1.1Cp(2Y) es un espacio que contiene uRa copia deS,, (i) Ahora veamos qua(“* ¢ Alwr),

pero no una copia topoldgica &,. El problema que motivé Consideremos ¢ A1) asi existeN ¢ N tal que
este trabajo era originalmente determinar las condiciones la sucesion(x,)neny €sté enAl“) para todon > Ny
topolégicas de un espacio numerallgpara que contenga ademasx = lim, x,. Por otro lado, comdX,)nen €Sta
copias deS,,. Esto origin6 una segunda pregunta: ¢es cierto A« y A = (J . A, entonces para cadae N

que todo espacio topoldgico numerablecon Y (X) = w; existepn < w1 tal quex, € A®). Luego, como union
contiene copias topolégicas 8g?. Sabemos que,(2") es numerable de numerables es numerable, consideremos
un espacio no numerable que tiene rango secuenciglino @ = Unpn < w1, €N cONSecuenci@, )ny esta enA(@),

posee copias topoldgicas 8g. Sin embargo, en este trabajo  Entoncesc e Al@+D) c Alwr)
mostraremos qu€,(2") contiene una copia secuencial de
S.,- Ademas, en (Baber Sy col., 1982) presentan un ejempl8efinicién 2.3 El rango secuencial A en X, denotado

diferente al espaciG,(2"), de un espacio no numerable COMyor p(A, X), se define como el menor ordinal tal que
rangowi que no contiene copias &,. Al@) — Ale+1)

Definicion 2.4 El rango del espacio X se define como:
2 Preliminares y notacion

A cada espacio (no necesariamente secuencial) se le Z(X) = suplp(A.X) : A€ X}
asocia un ordinak < w;, llamado el rango secuencial del Notemos que (A, X), £(X) < w1, para todoA ¢ X.
espacio. Este ordinal acota la iteracion mas larga poséile d
operador secuencial que definiremos a continuacion.
Definicion 2.1 Sea X un espacio topologico yAX defini-
mos el operador secuencial como:

Ademas:

Lema 2.5 Sea X un espacio topolégico, AX, y a < wy,
AO _ A entonces &) c A

A = {xeX:x= limx, & (X)new en A En consecuencia, también se tiene:

Cabe destacar que podemos aplicar, de nuevo, el operade[)

secuencial a 8. Asi podemos definir: rolario 2.6 A¢A*) ¢ A, para todo Ac X.

AlerD) _ ( Aa)(l) Demostracion.

e 1) Supongamos qug A, X) < w1, por el lema 2.5 tenemos
y parag un ordinal limite queA®(AX) ¢ A
AB) _ U Al

a<p 2) Sip(AX) = w; entonces veamos quir(AX) c A

4 q ol bl decir el En efecto, seax e A“). Recordemos que
Cuando este operador secuencial se estabiliza, es decir el a@w) _ | AW asf sabemos que existe < w; tal

menor ordinal 3 tal que A#*Y = A®) diremos que la quex e A@) ¢ A, Lo cual prueba que e A 0
clausura secuencial de Aen X es : o '
Cls(A) = [J A@ Observemos queA(AX)) es el menor conjunto
o< secuencialmente cerrado que contienk ga que €l posee

todos los puntos limites de cualquier sucesion convergente

(1) (2) (@) 4 )
Notemos queA ¢ A'Y c A c ... ¢ A, Ademas, enAy sus iteradas hastgA, X).

recordemos que la clausura dese puede obtener como la
interseccion de todos los conjuntos cerrados que contene
conjuntoA, es decirA=N{B: Ac B & B cerradd.
Por ende, también podemos obtener:

'Lema 2.7 Si X es un espacio Fréchet, entonggx) = 1.

El abanico secuencial, denotado gdw), es el espacio

Cls(A)=({B:AcB & B secuencialmente cerragloformado portodos los pares ordenados de nimeros naturales
] o junto con un punto més que llamaremes }, es decirN x

Lema 2.2 At = Al“r*D, para todo espacio topolégico X {00} con la siguiente topologia: los puntoskrx N son

yAcX. aislados y los conjuntos de la forma

Demostracion. Ui ={(n,m) e NxN:m> f(n)} u{oo}
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dondef € NV, son abiertos. El abanico secuencial es Fréchet, Para cadae N se define:
por tanto se tiene qUE(S(w)) =1
Ny = {xe NV :t<x}.
Corolario 2.8 Si X es un espacio métrico, entonces
A(AX) — A para todo Ac X. Ademas el rango secuencial

. ; Note queN; es un conjunto clopen (abierto-cerrado
de éste es igual & quen J pen ( =N

Por otro lado, Fremlin (Fremlin DH, 1994) muestra Graficamente un conjuntg es de la forma:

dos resultados de lo complejo que es construir espacios o
topolégicosX tales quex(Cp(X)) = 1. Aca los siguientes \
resultados:

Ejemplo 2.9 Si X ¢ R es un conjunto que intersectado con
cualquier conjunto de medida cero es numerable (es decir, si
X es un conjunto Sierpinski ), entonGE, (X)) = 1.

Ejemplo 2.10 Sea X un espacio compaci(Cp(X)) = 1
si, y s6lo si]0, 1] no es imagen continua de X.

En particulars(Cy(2)) # 1. Pueq0,1] es la imagen L_ema 3.1 Sean sy t elementos 8" ,luego s=< t si, y s6lo
continua de 2 y 2V es compacto, entonces por el ejemplos" N < N.
2.10 se tien&(Cp(2V)) # 1. Mas adelante demostraremos o
que siz(Cp(2V)) # 1, entonce&(Cp(2V)) = wy. Graficamente:

Observemos también, por el ejemplo 2.10,
que X(Cp([0,1])) # 1, méas adelante veremos que
5(Cp([0.1])) = wy.

3 Espacio de Arkhangel'skii-Franklin S,

Consideremos el conjunto formado por las sucesiones
finitas de niUmeros naturales:
N<N _ U Nn
neN La forma de una sucesién convergente o divergente
Graficamente o en el espacio de Arkhangel'ski - Franklin, esta dada de la
siguiente manera:

Lema 3.2 Sea(t,)ney UNa sucesion en S

() Si (3t € S,)(I(My))(3ng € N) tal que t, = t™m, con
[imm, = oo, entoncest— t.
(i) Si(ty) tiene rango finitoy no es eventualmente constante,
entoncegt,) no converge.
(iii) Si(3 Ac Ninfinito ), (3t € S,) ¥ (3(M)kea 1) UNa
sucesion tal quévk € A) se tiene queTimy < t, entonces
Defi la siqui Topolod | ) (tn) no converge.
“ efinamos la siguiente Topologia para el conjunto (iv) Si(Jo € NV, tal que(Vn € N) (3k € N) se tiene que
a[n < t, entoncegt,) no converge.

(0.0) - n.m,
(L0) (L1

(0.1.0y RS {L.mo) . oamk

(n.0,0.0)

N :
SeaU un subconjunto défN, diremos quéJ es abierto si, y
so6lo si, paratodbe U setiene qugne N:t"n¢ U} esfinito.
Antes de probar el lema, daremos la idea geométrica
. <N . ;. . . oy gue .
Al espacio(N ,7) lo llamaremos espacio topoldgico de las sucesiones consideradas en los itéimg y (iv),
de Arkhangel'ski - Franklin y lo denotaremos conS,, . respectivamente.
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Demostracion.

1)

2)

3)

Probemos$(i)].

SeaU un conjunto abierto e, que contiene & Asi,
se tiene que el conjuntm e N:t"n ¢ U} es finito. Esto
implica que, exist@g € N tal que(tn)nsn, €sté erlJ. Por
tanto,t, — t.

Probemo$(ii)].

Sin perdida de generalidad supongamos dye=
{to,t1,....t} ¥ tn = t. Consideremod&) = S, \ {tn}
un abierto ers,, que contiene & Claramente, tenemos
un abiertoU que contiene & y tal que una cola de la
sucesién no esta éh. Por lo tantof, no converge &
Probemo$(iii ) ].

La prueba la haremos por reduccion al absurdo.
Supongamos qu@,) converge &< S,,. El suponer que
(tn) converge as implica ques < t, para todok € A.
Pues de lo contrario $i < spara algirk e A6t L s
para todok e A, entonces el abiertdls no contiene

subsucesioén(ty) no converge as. Obteniendo una
contradiccion con lo supuesto.

Si s < t, entonces basta considerar el conjunto abierto
formado porU y todos los niveles necesarios que
separan adet para encontrar la misma contradiccion,
es decir la subsucesidtx) no converge &.

4) Probemos(iv)].

Supongamos quéin)ney CONverge &€ S,,. Como esta-
mos suponiendo qug — S, entonces cualquier conjunto
abierto que contengastambién debe contener una cola
de la sucesién, probaremos que esto es falso. Podemos
considerar qus < t,, pues en caso contrario tendriamos
que o bierty, < so biens L t, lo cual implicaria que, al
considerar el clopeN; toda la subsucesidfty, ) no esta

en dicho clopen.

Si s < t, para infinitos elementos de la subsucesion,
entonces construiremos un abierto que contierseya

no contiene ningun elemento de la subsucesién. Como
s < ty, entonces{ty (|]s) : n € N} es finito. Asi
consideremos el siguiente conjunto abierto que contiene

asy no contiene a la subsucesif, ).
Ve={sj:iznmU{si"t:j>n & teS,}

Lo cual genera una contradiccién con lo supuesto, por
lo tanto si tomamos una sucesién como la del item (iv),
entoncegt,) no converge.

El lema anterior nos permite concluir que las Unicas

la subsucesiortc) ni una cola de ella, lo cual es unasycesiones convergentes &y son eventualmente de la

contradiccion con lo supuesto.

formas™n; para alguna sucesion creciente de enténgs es

decir:

Por hipétesis, se sabe qtiary < tx. Asi tenemos que:
s<t"mgot"mg < s
a) Sit"mg < s, entoncedyx € Ng conk fijo puesmy

Lema 3.3 Sea(tn)ney € S, UNa sucesidnat—te S, si, y
solo si, existe fie N, existe(m,) una sucesion tal qugn >

es una sucesion estrictamente creciente y estammsse tiene quent= t"my, y el conjunto{n: m, = k} es finito,
suponiendo qu& m < tx. En consecuencia casi todapara cada n.

la sucesion(ty)kea NO esta erlNs. Por lo tanto,(ty )«

Una razén muy importante de caracterizar las suce-

no converge & Generando una contradiccidn con lasiones convergentes ), es que podemos construir una

suposicion. Por lo tanttn)neny NO CcOnverge.

b) Sis<t"m, entonces<t.

inyeccién continua entr8,, y los nimeros racionales entre
Oy1l.

Si s=t. Consideremos los siguientes conjuntos abiet-ema 3.4 Existe H: S, -~ Q n [0, 1] que satisface:

tos que contienentamy y no contienen &.
VEm = {Umgj:j>Ku{tngju: j>k & ueS,}

Luego,UVt'Errk es un abierto que contienetary y
no contiene gty). Como la sucesiofny) es estricta-
mente creciente, pueden existir algumosN tal que
t°n ¢ (t°(my)), asi para estor’s consideremos los
abiertosN,,. Ahora consideremos

U={sn:neN}uN,ulJVin

1) H(t) esinyectiva
2) limi_ H(t"i) = H(t)
Demostracion.Definamos:

H(z)=0
HU) = 5y
HURM) = 77+ s = s (14 )
MM = s s s = vt (Ve (B 5057

El conjuntoU es abierto y ademéas contienesay
no contiene a la subsucesidi). Por lo tanto, la
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1 1 1

= 4T = Lema 3.6 Para todoa < w; y todo n € N, existe un
2no+1 2no+n1+2 2k+2::01 n;

subconjunto T en |, tal quep(T,Niny) =a'y
H(t) asi definida satisface las dos condiciones del lema. (n) e T@\ U T

B<a

H((no, ny, ..., nk_l))

Algunas propiedades notables del esp&;json: es un  Demostracion.La prueba la haremos por induccion.
espacioT,, regular, cero dimensional, secuencial, no tlenel) Primero mostraremos el caso finito que ilustra el

puntos aislados, numerable con topologia analltlgey no comportamiento del operador secuenciaSgn
es primero numerable (en (Uzcategui C, 2003) muestran cago bas¢a = k).
esto). Consideremody = {{no,N1, My, ....,Mk_1) : My € N, Vi =

) . . 0,1,....k—1}. Aplicando el operador secuencial obtene-
Otrarazon por la cual es importante tener caracterizadas mgs:

las sucesiones convergentesnes que podemos mostrar TIEO) - Ty
quex(S,) = wi. o ©
Una pregunta muy natural es: ¢ Como consffyic S,, T ={(no,n1, Mg, ..Mk 2) : N €N, Vi = 0,1,...,k-2}uT,

cuyo p(T4,S,) = a < wi?. Los siguientes lemas nos @ _ . . (1)
responden la interrogante: Tk = {(no, Ny, No, ..., nk_g) neN,Vi=0,1,..., k—3}UTk
Lema3.5Seane Ny f: S, - Ny definida por {t) =

(k-2) _ .n - (k=3)
(n)"t, entonces f es un homeomorfismo. T 7 =Unony):m eN,vi=0,1}uT,

Demostracion. _ _ THY = {(ng) :ng e N}y U TP
1) Probareﬂmos queﬁf es inyectiva. Supongamos T _ {@}UT(k_l)
qgue (n)"s = (n)°t, dondes = (,St,....%) Y k k
t = (to,t1,....,tr). Puesto qugn)~s = (n)"t entonces T+ 1) _ (k)
(n,%0,S1,....%) = {(n,to,t1,....tr). En consecuencia k k

(S0, St,--» &) = (to, t1, ..., tr ). Por lo tantos = t.
por lo tanto se tiene qug Ty, S,,) = k.

2) Probaremos quef es sobreyectiva. Consideremos

t € Ny, entonces existe € S, tal quet = (n)”s. Asi se Ahora supongamos que el lema es valido para pda.
tiene quef (s) =t. 2) cason—sucesofa =B+ 1).
Aplicando la hipétesis inductiva paga podemos consi-

3) Veamos quef es continua. Probaremos gdeenvia derar que exist@s ¢ S, tal quep(Tg, S,,) = 8. Luego,

sucesiones convergentes en sucesiones convergentes. Enpor el lema 3.5, se tiene que para tadce N, existe

efecto, seqt,)ney UNa sucesion e, tal que (tn)ney An € Ny tal quep(An, Niny) =By (n) € A,(f)\uw AY,

converge & € S,. Puesto quét,)n.y €S UNa sucesion Consideremos

convergente & en S, entonces existey € N tal que T=UA

tn = t"m,, para todon > ng. Asi aplicandof a (tn) neN

obtenemos qud (t,) = f(t"m,) = (n)"t"m,. Ahora gue geométricamente es de la forma:

bien, podemos notar qu@)"t"m, converge an)°t y
f(t) = (n)"t. En consecuenci#(t,) converge af (t).
Por lo tantof es continua.

4) Nos hace falta demostrar qué! es continua.
Demostraremos que sucesiones convergentes en
Ny proviene de sucesiones convergentes &n
Consideremogym)men © Ny tal queym — y € Nipy).
Cabe destacar que= (n)"f1(y) puesf(f(y)) =y

-1 _ ~f-1
y f(f.,(y)) = (n)"f7(y). Puesto que(ym) es una Asi, aplicando el operador secuencial al conjuftee
sucesion convergenteyeen Ny, ¢ S, entonces existe

rm € N tal queyny, = y"rm, para todan € N. Asi para todo tiene:

me N se tiene quén)” f1(ym) = ym = ()" F1(y) rm. TO=JAY con y<B y ((Nnen ¢ JAY
Por endef~(ym) = f1(y) rm. Lo cual muestra que n r<p
f1(ym) - f71(y). Por lo tantof~! es continua y Luego, tenemos

finalmentef es un homeomorfismo. O

TED | AP U (o)}
n

Revista Ciencia e Ingenieria. Vol. 39, No. 1, diciembre-zoa2018



102 Rodriguez

Ademas(n) ¢ Agﬁ))\umg A es decir((n))ney € T® Una funcién continua es secuencialmente continua, el
reciproco en general no es cierto.

Por lo tanto, se tiene quéT,S,) =B+1=«.
Definicién 4.2 Sean X e Y espacios topolégicos Haugtor

3) casar-limite. Diremos que FE X — Y es una inmersién secuencial si:

Consideremogan )nen Una sucesion creciente de ordina- 1) F es inyectiva,

les convergiendoa. Por hipotesis inductiva se tiene que 2) F es secuencialmente continua,

para cada ¢ N, existeT, ¢ S,, conp(Tn,S,,) = an. POr  3) Sucesiones convergentes en el rango de F provienen de

ellema 3.5 se tiene que, para tadeN, existeAn € Ny, sucesiones convergentes en el dominio de F.
tal quep(An. Niny) = any () € AL\ U, <, AY. Ahora,
consideremos Si existe una inmersién topolégica entre dos espacios
T=UAu{z)} topolégicos X e Y, entonces ésta inmersion también es
neN secuencial. Ademas, la imagen dé bajo la inmersion

secuencial serd llamada una copia secuenciaK den Y.
Finalmente consideraremos, en este trabajo, otro tipo de
inmersion.

gue geométricamente es de la forma:

Definicién 4.3 Una funcién H: S, — Z definida por t— z
es una F inmersién si satisface :

1) limi_ . %~ = z para cualquier te S;

2) Si(t)iey €s una sucesion en,Sal que existe € S, y
(m)ieny cONtm < tj, m < my;1 paratodo ie N, entonces
(,)ieny NO tiene punto limite en Z;

Por lo tanto, se tiene qu&T,S,,) = SUR,y an = @. 3) z 2z paratodo st te S,

Esta funcion la denominamos uia inmersion por

Esto finaliza la induccion y demuestra que para todpremlin. A la imagen deS,, bajo la F- inmersion sera
@ < wy, existeT ¢ S, tal quep(T,S,) = a. Por lo tanto |lamada unaF- copia deS, en Z. Claramente de las
2(S,) 2 wi. Por otro lado, por el lema 2.2 se tiene que eflefiniciones 4.2 y 4.3, tenemos que si existe una inmersion
operador clausura se estabiliza @q- iteraciones, por o secuencial entre el espacio de Arkhangelgkianklin
tanto podemos concluir qUES,,) = ws. O (S,) y un espacio topolégic@, entonces ésta también
es una F-inmersion. Una pregunta natural es que si los
siguientes reciprocos se cumplen:ksi: S, — Y es una
F-inmersion, entoncdd es una inmersién secuenciaHyes
una inmersién topologica.

El objetivo en esta seccion es determinar el rango o _ B _
secuencial d&S,(X) y si es posible determinar hasta qué Ahora, veremos que si existe una inmersion secuencial
puntoS,, es un espacio 'test’ pa,(X), es decir, el espacio F:X=Y, entonces se cumplen algunas_ condiciones entre el
de las funciones continuas contiene una copiaSye. operador secuenual_, el rango secuencial de subconjuntos y
Diremos queX contiene una copia d¥, si existeZ c X tal €l rango entre espacios.
gueZ es homeomorfo &.

4 Rango secuencial d€p(X)

Teorema 4.4 Sean X e Y espacios topolégicos Haugt&i
Un homeomorfismo entre dos espacios topologites F : X - Y es una inmersiéon secuencial, entonces para todo
Y, es una funcién biyectiva y bicontinua entre los espacids < X S€ cumple:
dados. Una inmersién topolégica entre los espaxies' es 1) F(A®) = (F(A))(), para todoa < ws.
una funcién inyectiva, abierta sobre su imagen y continua2) P(A X) = p(F(A), F(X)).
Claramente si existe un homeomorfismo entre dos espaci@) Z(X) < Z(Y).
este también es una inmersién topoldgica, el reciproco Bemostracion.

falso. 1) La prueba del item 1 la haremos por induccion.
Definicién 4.1 Una funcion f: (X,7x) — (Y,7y) es secuen- a) Caso basér = 1).

cialmente continua, si dada una sucesiof)n.y en X que

converge a un punto a X, entonces{f(xn))neN converge a i) Seax ¢ (F(A))™. Por definicién de operador se-
f(a)eY cuencial se tiene que, existe una suce$Xy)ney
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enF(A) tal quex, — x. Puesto quel- es unain-  3) Probemos el item 3.
mersidn secuencial, entonces existe una sucesion

(Yn) enAtal queF(yn) = (%,) para todon € N Lineas arribas demostramos que(A.X) =
Y Yo — V. Luego, se tiene quge AD. Por ende, o(F(A), F(X)), por ende se tiene:

también se tiene que(y) e F(AW). PeroF (y) =

x e F(AD). Por tantoF (AD) ¢ (F(A))D. Z(X) = sup{p(A, X) : Ac X}

i) Seax ¢ F(A). ComoF es una inyeccién entre .
XeY, er(ltonc)esF es una biyeccion entrX y = sup{p(F(A), F(X)): F(A) € F(X)} < X(Y).
F(X). Asi, existey ¢ A tal queF(y) = x. Por O
otro lado, tenemos que gic AV entonces existe
una sucesionyn)ney €n A tal quey, — y. En
consecuencia, se tiene g&€y,) esta enF(A).
LuegoF(yn) — F(y) € (F(A)®. Por lo tanto,
F(AD) c (F(A)D.

Como consecuencia del teorema 4.4 se tiene:
Corolario 4.5 Sean X e Y espacios topoldgicos Haugtior
Si F: X —> Y es un homeomorfismo, entonces para todo A
X se cumple:

1) F(A®) = (F(A))®), para todoa < w;.
2) p(AX) = p(F(A).Y).
3) =(X) = =(V).

Ahora supongamos que el item 1 del teorema e
valido pargs < a.

b) Casor— sucesofa =8+ 1). Analogamente tenemos_. o _
Aplicando la hipétesis inductiva parg, podemos Lema4.6 Sean X e'Y espacios topologicos Haugt&i F:
considerar queF(A®) = (F(A))®. Luego S — Z esunaF-inmersion, entonces para tode &, se
tenemos que F(A®) = F(ABD)  pero cumple:

F(A®D) = F(A®)D). Ahora bien aplicando 1) F(A®) = (F(A))@, para todoa < ws.
el caso base y la hipotesis inductiva se tiene:2) p(A,S,) = p(F(A),F(S,)).
F(A)D) = (FAOND = (FAPND = 3)3(s,) <x(2).

(F(A))P*L. Ademas(F(A))P*t = (F(A))@. Por

i (@)Y = (@) . . .
tanto, se tiene QUE(A ) - (F(A)) ! Terminaremos esta seccion mostrando que si una fun-

cion entreS,, y Cp(X) satisface ciertas condiciones, entonces
la funcion es una inmersion secuencial.
Teorema 4.7 Sea X un espacio topolégico HausgloSi F :

¢) Casaw- limite.
ConsideremosA® = (s, A®). Asi, se tiene
_F(A(”)?, = F(U{kaA(ﬁ)). Como F es una g - Cy(X) satisface:
inmersion secuencial, tenemos gEéUs., A¥)) = E es invecti
Up<a F(A®). Por hipotesis inductiva sabemos que(_') €s inyectiva, :
para cualquies < a se cumpler (A®)) = (F(A))®), (ii) F es secuencialmente continua, .
por ende se tieneJ,., F(A®) = Us., F(A)®. (iii) Cualquier sucesmn_(i[k) € S,, tal que existe te S,
PeroU . F(A) - fFQ(A))(”). Por Ioﬁtr:nto queda y existe una sucesion estrictamente crecigmte) con
probado qué(A()) = (F(A))® paraa— limite. L mc <1, entonces ki) no converge,
iv) Si(3a e al que(vn ¢ N), (3k € N) conafn < t,
(iv) Si(3a ¢ NV) tal que(¥n e N), (Ik € N) t
entonces Ftyx) no converge,

2) Probemos el item 2. . ., .
entonces F es unainmersién secuencial.

Seap(A,X) = «. luego sabemos por definicion de tracién. Solo h falt ¢ i
rango secuencial de un subconjunto de un espacio qla€mostracion.Solo hace falta mostrar que sucesiones con-

A@ - A@D) | Aplicando F a esta ultima igualdad vergentes erF_(Su,) provienen de sucg§iones convergente
tenemos queF (A©@) = F(A@D). Por el item 1 de &" S., es decir, siF(tk) es una sucesién que converge a
este teorema tenemogF(A))@ = (F(A))@*D, F(t) e F(Sw), entonce:{tk)ng convergedeS,. La p_r,ueba
Por ende, p(F(A),F(X)) < p(AX). Por otro la haremos por contrareciproco. S&gk.n una sucesion que
lado, puesto queF es una inmersién secuencial yN© CONVerge & € S,,, entonces probemos que la sucesion
acabamos de probafF (A), F (X)) < p(A, X), entonces F(t) no converge. Por Iq caracterizacion de las sucesiones
p(F~1(B), X) < p(B,F(X)) ya queF~! también es una no convergentes e8,, se tiene que la sucesidty) es de la
inmersion secuencial. En consecuencia, si consideram@5M&-
F~1(B) = A, tendriamos que(A, X) < p(F(A),F(X)). 1) (3 A c N infinito ), (3t € S,) y (3(MJkea 1) una
Por lo tantop(F (A), F(X)) = a. sucesion tal quévk € A) se tiene qué m < t. 0 bien

2) (3a € NY), (3k € N) tal que(¥n € N) se tiene que

a[n < t, entoncegt,) no converge
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En cualquiera de los dos caso se tiene, por hipétesis item (iDemostracion.
y (iv)) respectivamentef; (t) no converge. Esto culmina la 1) Supongamos quees secuencial probemos qtie o;.
prueba qué= es una inmersion secuencial. m Claramenter ¢ o. Ahora nos hace falta probar que
o; ¢ 1. En efecto, sedJ ¢ o, en consecuencib
Definiremos una nueva topologia usando como esz— secuencialmente abierto. Ahora bien, comes

conjuntos abiertos los conjuntos secuencialmente abiddo secuencial }J es7t- secuencialmente abierto entonces
un espacio topoldgicEX, r) dado. U € 7. Por lo tantar; c 7.
B . 2) La prueba del reciproco se desprende del teorema 2.0.5.
Correflexion secuencial pueso, es secuencial y por hipotesis o-. a
Definicion 4.8 Sea (X,r) un espacio topoldgico, Si consideramos el espacio topolégicoX, ),

consideremos o la coleccibn de todos los conjuntos

. : el siguiente corolario muestra que la topologia de la
7— secuencialmente abiertos.

correflexion secuencial es la menor topologia secuencél qu
3 contiene a.

Lema 4.9 o, es unatopologia.

Corolario 4.14 Sear y p dos topologias sobre el conjunto

A o, la llamaremos la topologia de la correflexion X. Sit € py p es secuencial entonces < p.

secuencialy (X, o) lo llamaremos espacio topoldgico de la

correflexion secuencial. Muchas veces al espé¥io-;) lo

denotaremos coorX, siempre y cuando esto no se preste a

gﬂzf:f;g;bi)%?;mezs doeisi:rf: quE(T .l,?gtl?izzlt?}fnigﬁiggt?a Definicién 4.15 Sea_l(x,r) un espacio topolégico. Conside-
T -0 . . remos el subespacio de X formado por:

gue las dos topologiasy o, tienen las mismas sucesiones

convergentes. P={x} U{Xn: ne N} J{Xm:n,me N}

Espacio peine

Lema 4.10 (X,7) (X,0,) poseen las mismas sucesione§ONde (Xnm)nmen SON sucesiones erX,7) tales que
convergentes. iMoo Xom = Xn, para todo ne N con m # Xn. Ademas

(Xn)ney €S también una sucesion €iX,7) que converge
a X e X con x # X, para todo ne N. Al subespacio P lo
llamaremos espacio peine.

Demostracion.

1) Puesto que < o, entonces toda sucesion- conver-
gente eg— convergente. . Lo )
L Un peine luce graficamente como:
2) Ahora probemos que toda sucesidn convergente es o X o o o
o.— convergente. En efecto, sé€a,)ny UNa sucecion . < e e .
7— convergente & € X y consideremod$) € o tal que
x € U. Puesto qudJ est— secuencialmente abierto
x € U, entonces cualquier sucesion ¥mgue converja
ax € U se tiene que existay € N tal que la sucesién
estd enU a partir deng, es decir(x,) esta enU para

e o o o o o
e o o o o o
e o o o o o
e o o o o o
e o o o o o

todon > ng. Por lo tanto(xn)ney €S Una sucesioor . — L )
convergente. O
Si una topologia es mas fina que otra, es degir p, Llamaremos unaiagonal en un peineP ¢ X a una

entonces sus respectivas correflexiangg o, mantienenla sucesion(x,m) gue converge ax, con n; estrictamente
inclusién (o <€ 0,). Lo cual implica quer, es més fina que creciente.
0.
Lema 4.11 Consideremosr y p dos topologias sobre el Rango secuencial d€,(X)
conjunto X. St ¢ p, entoncesr; € o,.
Presentaremos una demostracion, un poco, mas general

Teorema 4.12 (X, o+) es un espacio secuencial. del Teorema A que enunciaremos a continuacion. Es
Otra manera de probar que un espacio topolégico @mportante destacar que Fremlin para demostrar el Teorema
secuencial es la siguiente: 7,1 construye una F-inmersion entgg y Cp(X). Mostrare,

agregandole a la idea de Fremlin, que se puede construir una
Corolario 4.13 Sear unatopologia sobre X: es secuencial inmersion secuencial ent&, y C,(X)
si, y sélo si;r = 0.
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Teorema 4.16 (Fremlin DH, 1994) Sea X un espaciolo siguiente:
topolégico Hausdgf no vacio. El rango secuencial de
Cp(X) es: 1 bws.
J={(@,j):3u, ui"j=<t}
Demostracion. Supongamos qu&(Cy(X)) # 1. Por la
definicion de rango secuencial se tiene que extsteC,(X)

tal quep(P,Cp(X)) > 1. El conjuntoP es un peine sin 9 (x) = max({0} Ui () = (1, 1) € %)
diagonales, es deck = {f(x)} U{fi(x) : i e N} U{fij(x) : Por ejemplo, sit = (0,1,2), entoncesJ; =
i, j € N} tal que: {(0,1),(1,2)}. Ademas, los conjunto y la funciong:(x)
(i) fi(X) =1imjLe fij(X), paracadac Ny x e X, poseen algunas propiedades como:

(i) f(x)=limise fi(X). 1) Sit < s, entonces); € Js.

En efecto,f(x) no es limite de ninguna sucesién €f; :  2) Sit < s, entoncegx(x) < gs(X).

i,j € N}, pues si eso ocurrierasP ~ S(w) y por ende 3) Sit < t°n, entonces o biem-n(X) = gi(x) o bien
p(aP,Cp(X)) = 1. Produciendo una contradicciéon con lo  Gr-n(X) = hi,n(X), dondeix es el ultimo elemento de la
supuesto. Lo que demuestra quies un peine sin diagonales. sucesiort

Por otro lado, consideremos 4) Si (t)iev €S una sucesion e8, tal que sit € S, y
. (m(i))ien €S UNa sucesion estrictamente creciente con
hij (x) = i[fij (x) - fi(x)] t"m(i) < t; para todd € N, entonceg}-m(i)-i,(X) no esta
paratodd, j € Ny x € X. Observemos que: acotada. _ o
(i) hij(x) es continua, pues es composicién de funciones Agregaremos a los conjuntdsel siguiente par ordena-
continuas. do (Jt|, t(Jt| - 1)) y lamemosK; a este conjunto, es decir:
(i) lim j—oo hij (X) =0
Demostracion. limj_ hij(x) = limjL«ilfij(x) - K= 3o {([tl.t(d - 1))}
fi(x)| = '|.“mi—>oo fij (¥) = fi(x¥)[ = i[fi(x) - fi(x)| = O, Ahora consideremos la funcién construida por Fremlin
_ paracadacN. _ en (Fremlin DH, 1994)
(i) Si consideramos(hy iy n(iy(X))ien, donde(m(i))icy €s
estrictamente creciente, entonclyyn(X))ien NO F: S, = Cp(X)

X
esta acotada eR”. definida porF (t)(x) = g(x), conx € X. F cumple con las

condicioneq(i) y (ii) de la definicion de F-inmersién, pero

Demostracion.Supongamos quinyiy n(i) ien €Sta aco- F no es inyectiva.

tada erlR*. Luego| fmy n(iy (X) = F(X)] = [fmeiynci) (X) -

fnciy (%) + fngiy (%) = £(X)| Probemos que:F no es inyectiva.
< fanciynciy 9 = Ty O]+ [Fingiy (%) = F(X)| Seant = (i) y s = (j) dos elementos en el primer nivel de
o S. tales que # s, entonces) = Js = @. Por ende se tiene
De la definicion déy; (x) tenemos que : que,g(X) = gs(X) = 0, parax € X fijo. Por lo tantoF no es
_ inyectiva.
[ fnciy.nciy O = fngiy OO = MG Ay (%) Y

Asi, se tiene: Por otra parte definamos la siguiente funcién:

[ fngiy.niy (¥) = F O] < MG Aimiy.niy O + | fongiy ) = F ()] IS, = Cp(X)

Luego, haciendo tendem(i) a oo, obtenemos: definida por:

[fniyniy(X) = f(X)] - 0. En consecuencia 1(2)(x) = F(2)(x)

fmciy.nay(X) — f(x) el cual genera una contradiccion N -

puesP es un peine sin diagonales. H(tn) = max(1 (1), F(t"n). A1)

Observemos qué; (t) < 1(t) < 1(t"n). Ademad es una

En consecuencia el conjun® = {0} U{hij(x) : i,] € funcién secuencialmente continua y satisface las conisio

N & xe X}, esunabanico sin diagonales. (iii ) y (iv) del Teorema 4.7. En efecto
1) | es secuencialmente continua.

Para demostrar que el rango secuencialCdex) es Sea(t"n) una sucesién convergente a S,,. Conside-
w1, debemos construir una inmersion secuencial e8fre remosl (t"n), probemos que la sucesién formada por las
y Cp(X) (Fremlin construye una F-inmersion entgg, y imagenes d& n converge d (t).

Cp(X), utilizaremos las funciones construidas por él para R o ’ o
construir la inmersién secuencial). Consideremos pa, fim 1(t"n) = max( Aim 1(0), lim F(t"n), lim h(lt\+1,n))
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lim 1(t"n) = max(1 (1), F(1),0)
Como 0< F(t) < I(t), entonces limLo, 1 (t°n) = 1(t).
Por lo tanto] es secuencialmente continua.

Proposicién 4.17Si  f (X, 1) (Y,p) es una
inmersion secuencial, entoncegX) =~°¢¢ X. Mas aun,
(X’ O—T) B (f(x)’o-p[f()())

Corolario 4.18 Sea (X, 1)

—

espacio topoldgico. Si

2) Si (t)iev €S UNa sucesion eB, tal que sit € Sy, Y ¥(Cp(X)) > 2, entonces existe Yo Cp(X) tal que
(M)iey cONt™m; < tj, m <M1 paratodd € N, entonces s »5e¢Y, Mas aln § ~ oY .
[ ((ti)iew) NO tiene punto limite e, (X).
En efecto, si aplicamo$ a la sucesion(t)) podemos Referencias.
notar quel () > F(t"m'n;), puest™m'n; < t; , entonces
(M, ni) € Jmpn, € & . Esto permite concluir quE(ti) N0 Kechris Alexander S, 1994, Classical Descriptive Set Theor
esta acotada, ya que(t"ny'n;) con (my) estrictamente  Springer-Verlag.
creciente no esta acotada. Por lo tar(tp) no converge. Arkhangel'ski AV, Franklin SP, 1968, Ordinal invariants for
topological space, Mich Math J, pp 313-320.
3) Si (t)ken €8 Una sucesion &), tal que si(3a ¢ NY) tal  Arkhangel'ski AV, 1992, Topological funtion space, Mathe-

que(vneN), (Fk € N) conan = ty,, entonces(tx) no
tiene punto limite el (X).

En efecto, considerando una sucesion como en
hipotesis del item 3 y aplicandb a dicha sucesion
podemos notar qué(t,,) > I(afn) > hen-1)).-

matics and its applications, Soviet series, Vol. 78.
Arkhangel'ski AV, Bella A, 1996, Coutable fantightness
versus countable tightness, Comment Math, Universidad de
@arolina, Vol 37, pp 567-578.

Baber S, Boone JR, 1982, Test spaces for infinite sequential
order, Topology and its Applications, Vol 14, pp 229-240.

Luego paran € N estrictamente crecientes se tiene qu@jzcategui C, 2003, On the complexity of the subspaces of

Nne(n-1)) NO esta acotada, por lo tantety,) no esta
acotada. En consecuendiéty,) no converge.

La funcién| no es inyectiva puef no es inyectiva.

Modificaremos, un poco, la funcidh sin quel pierda las
condiciones 1 y 2 de la definicién de inmersion secuencia?99-326.

Consideremos la familia de combinaciones racionalesdine&rivastava SM, 1998, A course On Borel Sets, Springer-
les de las funcioneg(x), es decir

la funcién constantemendeno es una combinacion racional

A= {Zinzl/ligt(X) tAj € Q & gt(X) € Cp(X)}

S., Fund. Math, Vol 176,pp 1-16.

Fremlin DH, 1994, Sequential convergenceig(X), Com-
ment Math, Univ. Carolinae, Vol 35, pp 371-382.

Todorcevic S, Uzcategui C, 2001, Analytic topologies over
countable sets, Topology and its applications, Vol 111, pp

Verlag.
Vaunghan JE, 2001, Two spaces homeomorphis ég p),
Comment. Math, Univ. Carolinae, Vol 42, pp 209-218.

Esta familia s6lo puede contener una cantidad numera-
ble de funciones constantes, entonces existeR* tal que

lineal de losg:(x). Asi, definamos la siguiente funcién:

1:S, - Cp(X)

definida por:

1(2)(X) = F(2)(%)
(") = max(1 (1), F (). hgz) + SH(Y)

DondeH (t) es la inyeccion continua construida en 3.4.

| es una inmersion secuencial entg y Cpx) Y
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¥(S,) = wi, entonces por el teorema 4.4 tenemos que
w1 = XZ(S,) < XZ(Cp(X)). Ademas, por el lema 2.2
tenemos que(Cp(X)) < wi. Por lo tanto, se tiene que
Z(Cp(X)) = ws. mi

Mas aln,S, se puede sumergir secuencialmente en un
subespacio d€,(X), obteniendo asi una copia secuencial
deS, enCy(X).
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