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Resumen  

 

Las leyes de conservación de Navier-Stokes forma un sistema de ecuaciones en derivadas parciales no lineal y no homogéneo, 

el cual será el modelo matemático que simulará la dinámica del gas natural en gasoductos inclinados. En cada paso del 

tiempo la clasificación del sistema será hiperbólico y se resolverá numéricamente usando un método iterativo híbrido; es 

decir, se combinará el método de Taylor y trapecio para luego aplicarle el método de Newton-Raphson. Para tratar el pro-

blema estacionario, se calculará la solución usando un método de diferencias finitas para luego mejorarla usando el método 

de Newton-Raphson. Por otro lado, para el problema transitorio del transporte de gas natural usaremos a lo largo del gaso-

ducto, el método de Taylor sobre cinco puntos para calcular una aproximación a la solución, luego a partir del método del 

trapecio usaremos el método de Newton-Raphson para calcular iterativamente la solución en cada paso del tiempo. Al final 

del gasoducto se hará la simulación de un cierre total de válvula y tiempo más tarde su apertura, dicha condición severa se 

usará para probar la eficacia y la estabilidad de los métodos numéricos implementados.   

 

Palabras claves: Transporte de gas, leyes de conservación de Navier-Stokes, métodos numéricos, método de Taylor, método 

del trapecio, método iterativo de Newton-Raphson. 

 

Abstract 

 

The laws of conservation of Navier-Stokes form a system of equations in partial derivatives nonlinear and nonhomogeneous, 

which will be the mathematical model that will simulate the dynamics of natural gas in inclined gas pipelines. In each step of 

time the classification of the system will be hyperbolic and it will be solved numerically using a hybrid iterative method; that 

is, the Taylor and trapezium method is combined to then apply the Newton-Raphson method. To treat the stationary problem, 

the solution will be calculated using a finite difference method and then improved using the Newton-Raphson method. On the 

other hand, for the transitory problem of natural gas transport we will use along the pipeline, the Taylor method over five 

points to calculate an approximation to the solution, then from the trapeze method we will use the Newton-Raphson method 

to iteratively calculate the solution in each step of time. At the end of the pipeline, the simulation of a total valve closure will 

be made and, later on, its opening, this severe condition will be used to test the efficiency and stability of the numerical 

methods implemented.     

Keywords: Transport of gas, conservation laws of Navier-Stokes, numerical methods, Taylor´s method, trapezium´s 

method, iterative method of Newton-Raphson.
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1 Introducción 

 El gas natural es una mezcla de hidrocarburos ga-

seosos con predominio del metano no inferior al 70% en 

comparación con otros hidrocarburos; esto caracteriza al gas 

natural como fuente de energía, ya que en su combustión pro-

duce una menor proporción de agentes contaminantes, como 

el monóxido de carbono (𝑪𝑶) y anhídrido carbónico (𝑪𝑶𝟐). 
El método más común para transportar gas de un lugar a otro, 

es impulsarlo a través de un sistema de gasoductos de sección 

circular constante, los cuales pueden estar horizontales o in-

clinados respecto al suelo terrestre. 

 

Está bien establecido que el proceso de transporte de gas 

en gasoductos es costoso en recursos económicos; y para ga-

rantizar el éxito de estos proyectos es recomendable realizar 

pruebas, experimentos y simulaciones de dicho proceso. Por 

tal motivo el diseño de sistemas de transporte de gas natural 

bajo condiciones de operatividad eficientes y seguras, se re-

quiere del conocimiento de los cambios presentes en las va-

riables de interés ingenieril, no importa cual pequeño sea el 

cambio, (Zhou y col., 2000,Villarreal 2009, Benjamin y col., 

1978, Martins y col. 2017,Thorley y col., 1987, Jibrin y col., 

2018); es decir, conocimientos de la caída de presión, cam-

bios de temperatura (caso no isotérmico) y flujo de masa de 

gas distribuida en todo el sistema. 

 

Generalmente, se supone considerar flujo isotérmico, 

aplicado a fricciones constantes, y despreciando expansión o 

contracción de la pared de la tubería por efectos de la presión. 

Cabe destacar que, para la simulación del flujo transitorio del 

gas natural en gasoductos inclinados, se está considerando el 

término de inercia en la ecuación de cantidad de movimiento. 

(Villarreal y col., 2018). 

 

Las ecuaciones de conservación de masas, conservación 

de la cantidad de movimiento y la ecuación de estado del gas 

natural, (Zhou y col., 2000, Villarreal y col., 2018,Martins y 

col., 2017,Vásquez 2003,Wylie y col., 1978), constituyen el 

sistema de ecuaciones en derivadas parciales no lineal y no 

homogéneo, que simulará el transporte de gas en gasoductos 

inclinados; y que debido a su complejidad es conveniente 

desarrollar métodos numéricos para su resolución.  

 

Sobre cada paso del tiempo el modelo matemático se 

comportara hiperbólico, (LeVeque y col.,1990) y se resol-

verá numéricamente mediante un método hibrido iterativo de 

Taylor y trapecio.   

 

En la primera sección se presenta el problema modelo, 

las ecuaciones que se han de resolver con los valores de con-

torno correspondientes. Aquí se enumeran y describen los 

métodos numéricos que se emplearán en la resolución del 

problema, tales como el método de Newton - Raphson que se 

usa en la estimación de la condición inicial, diferencias fini-

tas para aproximar las derivadas del modelo y el método del 

trapecio para aproximar la integral empleada en la solución 

del problema homogéneo. En la sección tres se explica paso 

a paso, el procedimiento a seguir para resolver el problema. 

La experimentación numérica es presentada en la sección 

cuatro junto con el análisis de los resultados, donde se consi-

deran dos tipos de condiciones de borde. Las conclusiones se 

presentan en la sección cinco y en la sección seis se muestran 

los agradecimientos a las instituciones involucradas en la in-

vestigación. Finalmente se muestran las referencias del tra-

bajo. 

2 Marco Teórico 

2.1  Modelo matemático 

 

A continuación se presenta el modelo matemático, en 

coordenadas cartesianas, en una dimensión y bajo la mecá-

nica clásica, el cual representará el transporte de gas en ga-

soductos inclinados; considerando condiciones de borde de 

densidad al comienzo y masa de flujo al final del gasoducto.    

 
Fig. 1. Volumen fijo de control de gas dinámico 

 

Si a la figura 𝟏 le aplicamos estos conceptos físicos, se 

tiene el sistema de ecuaciones de Navier – Stokes, (Vásquez 

J. L, 2003) y (Wylie E. y Streeter, 1978): 

 

{
−
𝜕𝑀

𝜕𝑥
∆𝑥 =

𝜕(𝜌𝐴∆𝑥)

𝜕𝑡
;                                                     (1. 𝑎)    

−
𝜕𝑃

𝜕𝑥
𝐴∆𝑥 − 𝜏𝜋𝐷∆𝑥 − 𝜌𝑔𝐴 sin 𝛼 ∆𝑥 = 𝜌𝐴∆𝑥𝑎𝑥 .      (1. 𝑏)    

 

 

Donde 𝑴 es el caudal másico, 𝝆 la densidad del gas, 𝑨 

el área transversal del gasoducto, 𝝉 el esfuerzo cortante, 𝑫 el 

diámetro del gasoducto, 𝒈 la aceleración de gravedad, 𝜶 es 

la inclinación del gasoducto, 𝒂𝒙 la aceleración del fluido y 

∆𝒙 el intervalo espacial. La ecuación (𝟏. 𝒂), representa la ley 

de conservación de masas, y la ecuación (𝟏. 𝒃), es la aplica-

ción de la sumatoria de fuerzas en el volumen de control re-

presentado por la figura𝟏, (Villarreal J, 2009). De la ecua-

ción(𝟏. 𝒂), se puede obtener:  

−
𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥
=
𝜕𝜌

𝜕𝑡
.                                                                    (2. 𝑎)   

Por otra parte, si se considera la ecuación de Darcy-
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Weisbach, (Villarreal 2009, (White 2011), y se multiplica por 

el inverso del área y del intervalo de espacio, de la ecuación 
(𝟏. 𝒃), se puede deducir: 

−
𝝏𝑷

𝝏𝒙
−
𝒇𝒈𝝆𝒖

𝟐𝝅𝑫

𝟖𝑨
− 𝝆𝒈𝐬𝐢𝐧𝜶

= 𝝆
𝒅𝒖

𝒅𝒕
.                             (𝟐. 𝒃) 

 

Reescribiendo la derivada total de la velocidad en fun-

ción del tiempo y acomodando convenientemente los facto-

res se tiene: 
𝝏

𝝏𝒙
(𝑷 + 𝝆𝒖𝟐) +

𝝏(𝝆𝒖)

𝝏𝒕

= −
𝒇𝒈𝝆𝒖

𝟐

𝟐𝑫
− 𝝆𝒈𝒔𝒊𝒏𝜶.               (𝟑) 

 

Considerando que las variables a estudiar serán 𝒎 = 𝝆𝒖 

y 𝝆, y por la ley de gas semi-ideal, se puede reescribir el sis-

tema de ecuaciones (𝟏), de la siguiente forma: 

{
 
 

 
 𝝏𝝆

𝝏𝒕
+
𝝏𝒎

𝝏𝒙
= 𝟎;                                                            (𝟒. 𝒂)

𝝏𝒎

𝝏𝒕
+
𝝏

𝝏𝒙
(
𝒎𝟐

𝝆
+ 𝒄𝟐𝝆) = −

𝒇𝒈𝒎|𝒎|

𝟐𝑫𝝆
− 𝝆𝒈𝐬𝐢𝐧 𝜶. (𝟒. 𝒃)

 

𝝆(𝒙𝟎, 𝒕) = 𝝆𝟎; 𝒎(𝒙𝒏, 𝒕) = 𝒎𝒏;    𝑷 = 𝝆𝒄
𝟐;  𝒄 = (𝒛𝑹𝑻)𝟏/𝟐. 

 

Donde 𝝆 es la densidad del gas, 𝒎 es el flujo de masa, 

𝑷 es la presión, 𝒛 es la compresibilidad del gas, 𝑹 es la cons-

tante del gas transportado, 𝑻 es la temperatura del gas, 𝒙 es 

la distancia a lo largo del gasoducto, 𝒕 es el tiempo, 𝒇𝒈 es el 

factor de fricción del gasoducto, 𝑫 es el diámetro interno del 

gasoducto, 𝒈 es la aceleración de la gravedad, 𝒄 es la veloci-

dad del sonido en el fluido y 𝜶 es el ángulo de inclinación del 

gasoducto. Observemos que en la ecuación (𝟒. 𝒃), el valor 

absoluto fue agregado para considerar el sentido de la velo-

cidad del fluido, (Villarreal 2009,Martinsy col., 2017,Wylie 

y col., 1978,Wanga y col., 2018). El problema debe resol-

verse para el caso transitorio, utilizando los métodos numéri-

cos expuestos anteriormente. 

2.2  Método de Newton-Raphson  

A continuación se introduce el método de Newton- 

Raphson, (Burden y col., 2011), el cual comienza con una 

aproximación inicial 𝒑𝟎 y genera la sucesión {𝒑𝒏}𝒏=𝟎
∞ , defi-

nida por: 

  𝒑𝒏 = 𝒑𝒏−𝟏 −
𝒇(𝒑𝒏−𝟏)

𝒇′(𝒑𝒏−𝟏)
, para 𝒏 ≥ 𝟏.                                 (𝟓) 

 

Generalmente, si 𝒑𝟎 es una buena aproximación de 𝒑, el 

método de Newton-Raphson convergerá rápidamente a la 

raíz. Para obtener la solución del sistema de ecuaciones en 

derivadas parciales hiperbólico no lineal y no homogéneo, se 

necesita la distribución de las variables conservativas de in-

terés a lo largo de todo el gasoducto, en caso estable o esta-

cionario, las cuales serán las condiciones iniciales. Conside-

remos el sistema estacionario a partir del modelo matemático 

completo: 

 

{
 
 

 
 𝝏𝒇𝟏
𝝏𝒙

=
𝝏𝒎

𝝏𝒙
= 𝟎; ⟹𝒎 = 𝒄𝒕𝒕𝒆; 𝒑𝒂𝒓𝒂 𝒕𝒐𝒅𝒐 𝒙𝝐[𝟎, 𝑳].    

𝝏𝒇𝟐
𝝏𝒙

=
𝝏

𝝏𝒙
(
𝒎𝟐

𝝆
+ 𝒄𝟐𝝆) = −(

𝒇𝒈𝒎|𝒎|

𝟐𝑫𝝆
+ 𝝆𝒈𝒔𝒊𝒏𝜶) .

   (𝟔) 

 

Este sistema será resuelto numéricamente usando el mé-

todo de diferencias finitas progresivo y así tener una buena 

aproximación a los valores de 𝝆 a lo largo del gasoducto; para 

luego resolver analíticamente el sistema estacionario obte-

niendo una solución implícita, y así aplicarle el método de 

Newton-Raphson.    

 

2.3 Método de diferencias finitas 

 

       El sistema de ecuaciones en derivadas parciales no lineal 

y no homogéneo (𝟒) se puede escribir en forma vectorial de 

la siguiente forma: 

 
𝝏𝑼

𝝏𝒕
+
𝝏𝑭(𝑼)

𝝏𝒙
= 𝑹(𝑼);                                                       (𝟕)  

donde 𝑼 = (𝝆,𝒎) es el vector de variables conservativas de 

interés en este trabajo, la función flujo presente en el modelo 

matemático es 𝑭(𝑼) = (𝒎,
𝒎𝟐

𝝆
+ 𝒄𝟐𝝆) y la función residual 

es 𝑹(𝑼) = (𝟎,−
𝒇𝒈𝒎|𝒎|

𝟐𝑫𝝆
− 𝝆𝒈𝐬𝐢𝐧𝜶). Para el procedimiento 

de discretizar la derivada temporal usaremos el método de 

diferencias finitas progresivo; es decir, 

𝝏𝑼

𝝏𝒕
=
𝑼𝒊
𝒋+𝟏

− 𝑼𝒊
𝒋

∆𝒕
.                                                              (𝟖) 

 

       Para la discretización de la derivada espacial, la aproxi-

mación de la serie de Taylor solo necesita la primera deri-

vada, para mayor precisión en este trabajo se recomienda usar 

la fórmula de aproximación sobre cinco puntos (ver figura 2) 

de cuarto orden de exactitud (White 2011), para el nodo 𝒊 
tenemos que: 

 

 

Fig. 2. Esquema de nodos centrados 
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𝝏𝑭(𝑼)

𝝏𝒙
=

𝑭(𝑼𝒊−𝟐
𝒕 )−𝟖𝑭(𝑼𝒊−𝟏

𝒕 )+𝟖𝑭(𝑼𝒊+𝟏
𝒕 )−𝑭(𝑼𝒊+𝟐

𝒕 )

𝟏𝟐∆𝒙
+𝑶(∆𝒙𝟒);  

𝒊 = 𝟐, 𝟑, … , 𝒏 − 𝟐.                                                                   (𝟗)  

Otra fórmula sobre cinco puntos para aproximacio-

nes de la derivada espacial, en el primer y segundo punto (ver 

figura 3), está dada por: 

 
𝝏𝑭(𝑼)

𝝏𝒙
=

−𝟐𝟓𝑭(𝑼𝒊
𝒕)+𝟒𝟖𝑭(𝑼𝒊+𝟏

𝒕 )−𝟑𝟔𝑭(𝑼𝒊+𝟐
𝒕 )+𝟏𝟔𝑭(𝑼𝒊+𝟑

𝒕 )−𝟑𝑭(𝑼𝒊+𝟒
𝒕 )

𝟏𝟐∆𝒙
+

𝑶(∆𝒙𝟒);   𝒊 = 𝟎, 𝟏.                                                                 (𝟏𝟎)   
             

 
Fig. 3. Esquema de nodos iniciales 

 

       Por otro lado, mediante manipulación algebraica, se ob-

tiene la fórmula para la aproximación de la derivada espacial 

sobre cinco puntos, de cuarto orden sobre el penúltimo y úl-

timo punto; como sigue, 

 

  
𝝏𝑭(𝑼)

𝝏𝒙
=

𝟐𝟓𝑭(𝑼𝒊
𝒕)−𝟒𝟖𝑭(𝑼𝒊−𝟏

𝒕 )+𝟑𝟔𝑭(𝑼𝒊−𝟐
𝒕 )−𝟏𝟔𝑭(𝑼𝒊−𝟑

𝒕 )+𝟑𝑭(𝑼𝒊−𝟒
𝒕 )

𝟏𝟐∆𝒙
+

𝑶(∆𝒙𝟒);   𝒊 = 𝒏 − 𝟏,𝒏.                                                        (𝟏𝟏) 
 

 
Fig. 4. Esquema de nodos finales 

 

        Cabe destacar que las ecuaciones (𝟖), (𝟗), (𝟏𝟎) y (𝟏𝟏); 
como se verá más adelante, formarán ecuaciones explicitas 

que permitirán calcular 𝑼 = (𝝆,𝒎) a lo largo del gasoducto 

inclinado.    

 

2.4 Método del trapecio 

 

       En muchos problemas prácticos, se usa el método del tra-

pecio para aproximar integrales definidas sobre intervalos 

muy pequeños. Observemos que el sistema de ecuaciones en 

forma vectorial (𝟕), se puede ver como el sistema de ecua-

ciones diferenciales 
𝒅𝑼

𝒅𝒕
= −

𝝏𝑭(𝑼)

𝝏𝒙
+ 𝑹(𝑼).                                                   (𝟏𝟐)  

 

Luego integrando con respecto a 𝒕, tenemos: 

∫
𝒅𝑼

𝒅𝒕

𝒕𝒋+𝟏

𝒕𝒋
𝒅𝒕 = ∫ (−

𝝏𝑭(𝑼)

𝝏𝒙
+ 𝑹(𝑼))

𝒕𝒋+𝟏

𝒕𝒋
𝒅𝒕.           (𝟏𝟑)  

        Operando convenientemente la ecuación anterior y del 

método del trapecio, obtenemos: 

𝑼𝒋+𝟏 = 𝑼𝒋 +
𝜟𝒕

𝟐
((−

𝝏𝑭(𝑼𝒋+𝟏)

𝝏𝒙
+ 𝑹(𝑼𝒋+𝟏))

+ (−
𝝏𝑭(𝑼𝒋)

𝝏𝒙
+ 𝑹(𝑼𝒋))).              (𝟏𝟒) 

Consideremos la función 𝑯 para aplicarle el método iterativo 

de Newton-Raphson 

𝑯(𝑼) = 𝑼 −𝑼𝒊
𝒋
+
∆𝒕

𝟐
(
𝝏𝑭(𝑼𝒊+𝟏)

𝝏𝒙
− 𝑹(𝑼𝒊+𝟏) +

𝝏𝑭(𝑼𝒊
𝒋
)

𝝏𝒙

− 𝑹(𝑼𝒊
𝒋
)).                                          (𝟏𝟓) 

 Derivando la ecuación (𝟏𝟓) respecto al vector de variables 

conservativas 𝑼, obtenemos: 
𝒅𝑯(𝑼)

𝒅𝑼
= 𝟏 +

∆𝒕

𝟐
(
𝝏𝟐𝑭(𝑼𝒊+𝟏)

𝝏𝒙𝝏𝑼
−
𝝏𝑹(𝑼𝒊+𝟏)

𝝏𝑼
).             (𝟏𝟔) 

 

Luego del método de Newton-Raphson, se tiene que: 

𝑼𝒊
(𝒌+𝟏)

= 𝑼𝒊
(𝒌)
−

𝑯(𝑼)

𝒅𝑯(𝑼)
𝒅𝑼

;          𝒊 = 𝟎, 𝟏, … , 𝒏;               (𝟏𝟕) 

donde 𝑼𝒊
(𝒌)

es la primera aproximación del vector de variables 

conservativas de interés, las cuales fueron calculadas usando 

la fórmula explicita del método de diferencias finitas y Tay-

lor; y 𝑼𝒊
(𝒌+𝟏)

es el vector mejorado de variables conservativas, 

cabe destacar que este método iterativo se aplicara hasta que 

se cumpla cierta tolerancia; es decir  

|𝑼𝒊
(𝒌+𝟏)

− 𝑼𝒊
(𝒌)
| < 𝜺.                                                       (𝟏𝟖). 

3 Resolución del modelo 

Los valores iniciales para cada punto del gasoducto se-

rán obtenidos del caso estacionario, entonces del sistema de 

ecuaciones (𝟔), tenemos: 
𝝏𝒎

𝝏𝒙
= 𝟎; ⟹𝒎 = 𝑪𝒕𝒕𝒆, para todo 𝒙 ∈ [𝟎, 𝑳]. Y además  

𝝏

𝝏𝒙
(
𝒎𝟐

𝝆
+ 𝒄𝟐𝝆) = −(

𝒇𝒈𝒎|𝒎|

𝟐𝑫𝝆
+ 𝝆𝒈𝒔𝒊𝒏𝜶).           (𝟏𝟗) 

 

       Integrando sobre (𝟎, 𝚫𝒙) a la ecuación diferencial de va-

riables separables (𝟏𝟗)  se obtiene la solución general implí-

cita (Villarreal y col., 2018) dada por: 
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𝑭(𝝆𝚫𝒙) = 𝐥𝐧 |
(𝒌 + 𝝆(𝚫𝒙)𝟐)

𝒄𝟐

𝟐
 +
𝒎𝟐

𝟐𝒌𝝆(𝟎)𝒎
𝟐/𝒌

(𝒌 + 𝝆(𝟎)𝟐)
𝒄𝟐

𝟐
 +
𝒎𝟐

𝟐𝒌𝝆(𝚫𝒙)𝒎
𝟐/𝒌

|

+ 𝒈𝚫𝒙𝐬𝐢𝐧𝜶,    (𝟐𝟎) 

donde 𝒌 =
𝒇𝒈𝒎|𝒎|

𝟐𝑫𝒈𝐬𝐢𝐧 𝜶
; derivando la función (𝟐𝟎) respecto a la 

variable 𝝆(𝚫𝒙) se obtiene la ecuación: 

𝑭′(𝝆𝚫𝒙) =
𝒄𝟐𝝆(𝚫𝒙)𝟐 −𝒎𝟐

(𝒌 + 𝝆(𝚫𝒙)𝟐)𝝆(𝚫𝒙)
.                (𝟐𝟏) 

Se obtendrá el valor de 𝝆𝚫𝒙 a través del método de New-

ton-Raphson sustituyendo las ecuaciones (𝟐𝟎) y (𝟐𝟏) en la 

siguiente ecuación: 

𝝆𝒙𝒏+𝟏 = 𝝆𝒙𝒏 −
𝑭(𝝆𝒙𝒏)

𝑭′(𝝆𝒙𝒏)
.                                                (𝟐𝟐)  

A través de la ecuación (𝟐𝟐), se pueden obtener los va-

lores iniciales de la densidad a lo largo del gasoducto. Por 

otro lado, para resolver el problema transitorio del transporte 

de gas en gasoductos inclinados, se hará en dos partes: 

 

Primero: Resolvamos numéricamente el sistema de 

ecuaciones en derivadas parciales (𝟒) mediante fórmulas ex-

plicitas a partir de las ecuaciones (𝟖), (𝟗), (𝟏𝟎) y (𝟏𝟏); sa-

biendo que 𝑭(𝑼) = (𝒎,
𝒎𝟐

𝝆
+ 𝒄𝟐𝝆) y 𝑹(𝑼) =

(𝑹𝟏(𝑼), 𝑹𝟐(𝑼)) = (𝟎,−
𝒇𝒈𝒎|𝒎|

𝟐𝑫𝝆
− 𝝆𝒈𝐬𝐢𝐧𝜶); por lo tanto 

𝑼𝒊
𝒋+𝟏

= (𝝆𝒊
𝒋+𝟏
,𝒎𝒊

𝒋+𝟏
) son calculados sobre los puntos inter-

medios mediante las ecuaciones explicitas, dadas por: 

 

𝝆𝒊
𝒋+𝟏

= 𝝆𝒊
𝒋
−

∆𝒕

𝟏𝟐∆𝒙
(𝒎𝒊−𝟐

𝒋
− 𝟖𝒎𝒊−𝟏

𝒋
+ 𝟖𝒎𝒊+𝟏

𝒋
−𝒎𝒊+𝟐

𝒋
);         (𝟐𝟑) 

𝒎𝒊
𝒋+𝟏

= 𝒎𝒊
𝒋
−

∆𝒕

𝟏𝟐∆𝒙
[𝟐

𝒎𝒊
𝒋

𝝆𝒊
𝒋 (𝒎𝒊−𝟐

𝒋
− 𝟖𝒎𝒊−𝟏

𝒋
+ 𝟖𝒎𝒊+𝟏

𝒋
−𝒎𝒊+𝟐

𝒋
) +

(𝒄𝟐 − (
𝒎𝒊
𝒋

𝝆𝒊
𝒋)
𝟐

) (𝝆𝒊−𝟐
𝒋

− 𝟖𝝆𝒊−𝟏
𝒋

+ 𝟖𝝆𝒊+𝟏
𝒋

− 𝝆𝒊+𝟐
𝒋
)] +

𝚫𝒕 𝑹𝟐(𝑼𝒊
𝒋
);    𝒊 = 𝟐, 𝟑, … , 𝒏 − 𝟐.                                                   (𝟐𝟒)  

 

Por otro lado, obtenemos las fórmulas explicitas para 

calcular 𝑼𝒊
𝒋+𝟏

= (𝝆𝒊
𝒋+𝟏
,𝒎𝒊

𝒋+𝟏
) en los puntos extremos  

𝝆𝒊
𝒋+𝟏

= 𝝆𝒊
𝒋
−

∆𝒕

𝟏𝟐∆𝒙
(−𝟐𝟓𝒎𝒊

𝒋
+ 𝟒𝟖𝒎𝒊+𝟏

𝒋
− 𝟑𝟔𝒎𝒊+𝟐

𝒋
+ 𝟏𝟔𝒎𝒊+𝟑

𝒋

− 𝟑𝒎𝒊+𝟒
𝒋
);             𝒊 = 𝟎, 𝟏                        (𝟐𝟓) 

𝒎𝒊
𝒋+𝟏

= 𝒎𝒊
𝒋
−

∆𝒕

𝟏𝟐∆𝒙
[𝟐
𝒎𝒊
𝒋

𝝆𝒊
𝒋 (−𝟐𝟓𝒎𝒊

𝒋
+ 𝟒𝟖𝒎𝒊+𝟏

𝒋
− 𝟑𝟔𝒎𝒊+𝟐

𝒋
+ 𝟏𝟔𝒎𝒊+𝟑

𝒋

− 𝟑𝒎𝒊+𝟒
𝒋
)

+ (𝒄𝟐 − (
𝒎𝒊
𝒋

𝝆𝒊
𝒋 )

𝟐

)(−𝟐𝟓𝝆𝒊
𝒋
+ 𝟒𝟖𝝆𝒊+𝟏

𝒋
− 𝟑𝟔𝝆𝒊+𝟐

𝒋

+ 𝟏𝟔𝝆𝒊+𝟑
𝒋

− 𝟑𝝆𝒊+𝟒
𝒋
)] + 𝚫𝒕 𝑹𝟐(𝑼𝒊

𝒋
);    𝒊

= 𝟎, 𝟏    (𝟐𝟔) 
 

𝝆𝒊
𝒋+𝟏

= 𝝆𝒊
𝒋
−

∆𝒕

𝟏𝟐∆𝒙
(𝟐𝟓𝒎𝒊

𝒋
− 𝟒𝟖𝒎𝒊−𝟏

𝒋
+ 𝟑𝟔𝒎𝒊−𝟐

𝒋
− 𝟏𝟔𝒎𝒊−𝟑

𝒋

+ 𝟑𝒎𝒊−𝟒
𝒋
);  𝒊 = 𝒏 − 𝟏, 𝒏                        (𝟐𝟕) 

𝒎𝒊
𝒋+𝟏

= 𝒎𝒊
𝒋
−

∆𝒕

𝟏𝟐∆𝒙
[𝟐
𝒎𝒊
𝒋

𝝆𝒊
𝒋
(𝟐𝟓𝒎𝒊

𝒋
− 𝟒𝟖𝒎𝒊−𝟏

𝒋
+ 𝟑𝟔𝒎𝒊−𝟐

𝒋

− 𝟏𝟔𝒎𝒊−𝟑
𝒋

+ 𝟑𝒎𝒊−𝟒
𝒋
)

+ (𝒄𝟐 − (
𝒎𝒊
𝒋

𝝆𝒊
𝒋
)

𝟐

)(𝟐𝟓𝝆𝒊
𝒋
− 𝟒𝟖𝝆𝒊−𝟏

𝒋
+ 𝟑𝟔𝝆𝒊−𝟐

𝒋

− 𝟏𝟔𝝆𝒊−𝟑
𝒋

+ 𝟑𝝆𝒊−𝟒
𝒋
)] + 𝜟𝒕 𝑹𝟐(𝑼𝒊

𝒋
);   

  𝒊 = 𝒏 − 𝟏,𝒏                                                                     (𝟐𝟖) 

 Por lo tanto, hemos obtenido los valores de 𝑼𝒊
𝒋+𝟏

=

(𝝆𝒊
𝒋+𝟏
,𝒎𝒊

𝒋+𝟏
) sobre todos los nodos 𝒊 = 𝟎, 𝟏, … , 𝒏 del inter-

valo [𝟎, 𝑳], donde 𝑳 es la longitud del gasoducto inclinado. 

Cabe destacar que estas soluciones se usarán como primera 

aproximación, para ser mejorada numéricamente mediante el 

método iterativo hibrido de trapecio con Newton-Raphson. 

 

Segundo: En esta parte se procede a mejorar iterando la 

solución obtenida en la primera parte, a partir de una combi-

nación del método del trapecio y Newton-Raphson. Ya en la 

primera parte se calculó numéricamente 𝑼𝒊
𝒋+𝟏

=

(𝝆𝒊
𝒋+𝟏
,𝒎𝒊

𝒋+𝟏
);  𝒊 = 𝟎, 𝟏, … , 𝒏 , el cual se usara como primera 

aproximación en el método iterativo (𝟏𝟕), es decir, 𝑼𝒊
(𝒌)
=

𝑼𝒊
𝒋+𝟏

. A continuación se presenta la ecuación general para el 

método de Newton; en efecto, 

𝑼𝒊
(𝒌+𝟏)

= 𝑼𝒊
(𝒌)
−

𝑼−𝑼𝒊
𝒋
+
∆𝒕

𝟐
(
𝝏𝑭(𝑼𝒊+𝟏)

𝝏𝒙
−𝑹(𝑼𝒊+𝟏)+

𝝏𝑭(𝑼𝒊
𝒋
)

𝝏𝒙
−𝑹(𝑼𝒊

𝒋
))

𝟏+
∆𝒕

𝟐
(
𝝏𝟐𝑭(𝑼𝒊+𝟏)

𝝏𝒙𝝏𝑼
−
𝝏𝑹(𝑼𝒊+𝟏)

𝝏𝑼
)

;  

𝒊 = 𝟎, 𝟏,… ,𝒏 − 𝟏.                                                                                         (𝟐𝟗) 
 

Luego, obtenemos los jacobianos asociados a la ecua-

ción iterativa (𝟐𝟗), como sigue: 

𝝏𝑭(𝑼)

𝝏𝑼
=

(

 
 

𝝏𝒇𝟏
𝝏𝝆

𝝏𝒇𝟏
𝝏𝒎

𝝏𝒇𝟐
𝝏𝝆

𝝏𝒇𝟐
𝝏𝒎)

 
 

=

(

 
 

𝝏𝒎

𝝏𝝆

𝝏𝒎

𝝏𝒎

𝝏

𝝏𝝆
(
𝒎𝟐

𝝆
+ 𝒄𝟐𝝆)

𝝏

𝝏𝒎
(
𝒎𝟐

𝝆
+ 𝒄𝟐𝝆)

)

 
 

= (

𝟎 𝟏

𝒄𝟐 −
𝒎𝟐

𝝆𝟐
𝟐
𝒎

𝝆

) ;                                                                       (𝟑𝟎) 
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𝝏𝑹(𝑼)

𝝏𝑼

=

(

 
 

𝝏𝟎

𝝏𝝆

𝝏𝟎

𝝏𝒎

𝝏

𝝏𝝆
(−

𝒇𝒈𝒎|𝒎|

𝟐𝑫𝝆
− 𝝆𝒈𝐬𝐢𝐧𝜶)

𝝏

𝝏𝒎
(−

𝒇𝒈𝒎|𝒎|

𝟐𝑫𝝆
− 𝝆𝒈𝐬𝐢𝐧𝜶)

)

 
 

= (

𝟎 𝟎
𝒇𝒈𝒎|𝒎|

𝟐𝑫𝝆𝟐
− 𝒈𝐬𝐢𝐧𝜶 −

𝒇𝒈|𝒎|

𝑫𝝆
).                  (𝟑𝟏) 

 

Con los jacobianos de la función flujo 𝑭(𝑼) y el residuo 

𝑹(𝑼), se pueden obtener formulas iterativas para cada varia-

ble conservativa de interés en este trabajo; es decir, 𝝆 y 𝒎, 

como se muestra a continuación: 

𝝆𝒊
(𝒌+𝟏)

= 𝝆𝒊
(𝒌)
−
∆𝒕

𝟐
(
𝝏𝒎𝒊+𝟏

(𝒌)

𝝏𝒙
+
𝝏𝒎𝒊

𝒋

𝝏𝒙
) ;  𝒊 = 𝟎, 𝟏,… , 𝒏 − 𝟏.   (𝟑𝟐) 

 

Para el cálculo de 𝝆𝒏
(𝒌+𝟏)

, usaremos la ecuación característica 

𝑪+ para 𝝆, (Villarreal y col. 2018) dada por: 

(𝒄 −
𝒎

𝝆
)
𝝏𝝆

𝝏𝒕
+
𝝏𝒎

𝝏𝒕
+ (

𝒎

𝝆
+ 𝒄)((𝒄 −

𝒎

𝝆
)
𝝏𝝆

𝝏𝒙
+
𝝏𝒎

𝝏𝒙
)

= −
𝒇𝒈𝒎|𝒎|

𝟐𝑫𝝆
− 𝝆𝒈𝐬𝐢𝐧𝜶.                        (𝟑𝟑)  

Por otro lado, calculamos el flujo de masa mediante las 

siguientes ecuaciones:   

𝑚𝑖
(𝑘+1)

= 𝑚𝑖
(𝑘) −

𝑚𝑖
(𝑘) −𝑚𝑖

𝑗
+
∆𝑡
2 [

𝜕
𝜕𝑥
(
𝑚2

𝜌
+ 𝑐2𝜌)

𝑖

(𝑘)

+ (
𝑓𝑔𝑚|𝑚|

2𝐷𝜌
+ 𝜌𝑔 sin𝛼)

𝑖

(𝑘)

]

1 +
∆𝑡
2 [

𝜕
𝜕𝑥
(2
𝑚
𝜌
)
𝑖

(𝑘)

+ (
𝑓𝑔|𝑚|

𝐷𝜌
)
𝑖

(𝑘)

]

+

∆𝑡
2 [

𝜕
𝜕𝑥
(
𝑚2

𝜌
+ 𝑐2𝜌)

𝑖

𝑗

+ (
𝑓𝑔𝑚|𝑚|

2𝐷𝜌
+ 𝜌𝑔 sin 𝛼)

𝑖

𝑗

]

1 +
∆𝑡
2 [

𝜕
𝜕𝑥
(2
𝑚
𝜌
)
𝑖

(𝑘)

+ (
𝑓𝑔|𝑚|

𝐷𝜌
)
𝑖

(𝑘)

]

; 𝑖 = 0,1,… , 𝑛 − 1. (34) 

 

Observemos que el vector mejorado de variables con-

servativas 𝑼(𝒌+𝟏) = (𝝆𝒊
(𝒌+𝟏)

,𝒎𝒊
(𝒌+𝟏)) se han obtenido sobre 

todos los nodos del dominio [𝟎, 𝑳]; es decir, sobre los puntos 

𝒊 = 𝟎, 𝟏, … , 𝒏; a partir de las ecuaciones iterativas (𝟑𝟐), (𝟑𝟑) 
y (𝟑𝟒); además 𝒎𝒏

(𝒌+𝟏) = 𝒎𝒏 esta dada por condición de borde. 

Cabe destacar que, las derivadas parciales espaciales que 

aparecen en dichas ecuaciones, serán discretizadas usando el 

esquema de Taylor sobre cinco puntos, como en las fórmulas 

(𝟗), (𝟏𝟎) y (𝟏𝟏); además, este método iterativo se aplicará 

hasta que se cumpla cierta tolerancia; esto es,  

 

 |𝝆
𝒊

(𝒌+𝟏) −𝝆
𝒊

(𝒌)
| < 𝜺𝟏;   |𝒎𝒊

(𝒌+𝟏)
−𝒎𝒊

(𝒌)
| < 𝜺𝟐 

 

4 Experimentación numérica  

 

        Como parte de la experimentación numérica, se usarán 

los métodos explícitos de Taylor de cuarto orden de exactitud 

y un esquema hibrido de trapecio y Newton-Raphson, para 

simular el problema del transporte de gas natural en gasoduc-

tos inclinados y posteriormente el cierre de una válvula al fi-

nal del gasoducto. Cabe destacar que esta condición severa 

se usa para probar la estabilidad y consistencia de dichos mé-

todos numéricos, para calcular los valores de interés a lo 

largo del gasoducto.   

 

4.1 Problema transitorio con condiciones de borde constantes 

 

       A continuación se presentan los datos de entrada del pro-

blema, parámetros presentes en el proceso de transporte de 

gas en gasoductos inclinados, así como las condiciones de 

borde en el modelo. Esto es, para el gasoducto, longitud 𝑳 =
𝟏𝟎𝟎𝟎 𝒎, diámetro interno, 𝑫 = 𝟎, 𝟓 𝒎, fricción interna 

𝒇𝒈 = 𝟎, 𝟎𝟑𝟏, velocidad del sonido en el fluido 𝒄 =

𝟑𝟎𝟎 𝒎/𝒔, longitud entre nodos espaciales consecutivos 

𝚫𝒙 = 𝟏𝟎 𝒎, pasos temporales 𝚫𝒕 = 𝟏𝟎−𝟓 𝒔 y el ángulo de 

inclinación 𝜶 = 𝐬𝐢𝐧−𝟏(𝟐𝟎/𝑳). Densidad del gas al comienzo 

del gasoducto 𝝆(𝟎, 𝒕) = 𝟓𝟎 𝒌𝒈/𝒎𝟑 y flujo de masa del gas 

al final del gasoducto 𝒎(𝒏, 𝒕) = 𝟏𝟎𝟎𝒌𝒈/𝒎𝟐𝒔. 

 

Primero presentamos los resultados gráficos obtenidos 

al resolver el sistema de ecuaciones en derivadas parciales 

hiperbólico, no lineal y no homogéneo en caso estacionario; 

cabe destacar que estos resultados serán usados como condi-

ciones iniciales del problema transitorio, de transporte de gas 

en gasoductos inclinados.  

 

 
 

Fig. 5. Soluciones del caso estacionario 

En la figura 5 se puede observar el estado estacionario 

del problema de transporte de gas. Aquí se puede apreciar la 

distribución de la densidad y el flujo de masa a lo largo del 

gasoducto inclinado. La distribución de densidad obtenida es 

la esperada para este problema, cuyo comportamiento va en 

decrecimiento aguas arriba producto de la caída de presión y 

más aún, debido a la inclinación del gasoducto. Por otro lado, 

el flujo de masa se mantiene constante en virtud de la conser-

vación de masa presente en nuestro problema. Tomando es-

tos resultados como condición inicial, el problema transitorio 

estudiado arrojó los resultados que se pueden observar en la 

figura 6. Aquí se presenta la distribución de densidad y flujo 

de masa a los 1,57325 segundos observando que su compor-
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tamiento es idéntico al caso estacionario ya que no hay fuer-

zas externas presentes en el proceso de transporte de gas. 

 

 
Fig. 6. Soluciones transitorias para t= 1,57325 segundos 

 

Luego de 8,21835 segundos de simulación, se puede ver 

en la figura 7, que la distribución de las variables conservati-

vas analizadas mantiene su comportamiento estable, en otras 

palabras, se puede afirmar que la solución obtenida converge 

al estado estacionario, siempre y cuando no existan fuerzas 

externas en el proceso, como sería en el caso de apertura o 

cierre de válvulas, aumento o disminuciones de presión al co-

mienzo del gasoducto por efectos de compresión, fugas de 

gas, etc. Denotando las soluciones transitorias y estacionarias 

de la densidad del gas y el flujo de masa, por  𝝆(𝒙, 𝒕), 𝝆𝒆(𝒙), 
𝒎(𝒙, 𝒕) y 𝒎𝒆(𝒙), respectivamente;  para 𝒕 > 𝟎 los errores en 

cada nodo del dominio los calculamos mediante las fórmulas,  

𝑬𝝆(𝒙) = |𝝆(𝒙, 𝒕) − 𝝆𝒆(𝒙)| y 𝑬𝒎(𝒙) = |𝒎(𝒙, 𝒕) − 𝒎𝒆(𝒙)| 

y además 𝑬𝝆 = 𝐦𝐚𝐱
𝒙𝝐[𝟎,𝑳]

𝑬𝝆(𝒙) y 𝑬𝒎 = 𝐦𝐚𝐱
𝒙𝝐[𝟎,𝑳]

𝑬𝒎(𝒙). Con estas 

medidas los errores fueron nulos, es decir, se puede asegurar 

la convergencia a la solución del estado estacionario. 

 

4.2 Problema transitorio con condiciones de contorno varia-

bles 

 

A continuación se presentan los resultados del pro-

blema, cuando se realiza una simulación de cierre de válvula 

al final del gasoducto. Tomando los mismos parámetros del 

caso anterior, ahora a los 0.0002 segundos se procedió a ce-

rrar repentinamente la válvula al final del gasoducto, lo que 

se traduce en definir la variable m, de la siguiente manera: 

 

𝒎(𝒏, 𝒕) = {
𝟏𝟎𝟎 𝒔𝒊 𝟎 < 𝒕 < 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟐
𝟎 𝒔𝒊 𝒕 ≥ 𝟎𝟎𝟎𝟎𝟐

} 

 

 
Fig. 7. Soluciones transitorias para t=8,21837 segundos 

 

Este problema se resolvió numéricamente obteniéndose 

los resultados que se indican a continuación. En la figura 8 

se presenta la gráfica de la densidad del gas, donde en el eje 

x representa la variable espacial y en el eje t, el número de 

iteraciones en el tiempo, mientras que en el eje z están los 

valores de la densidad. Aquí se puede observar que en la so-

lución encontrada empiezan a aparecer oscilaciones al final 

del gasoducto, después de 0.02 segundos del cierre, las cuales 

van a ir en aumento a medida que transcurre el tiempo. En la 

figura 9 se presentan los resultados numéricos correspon-

dientes al flujo de masa después del cierre de válvula al final 

del gasoducto inclinado. Aquí se puede observar que también 

aparecen oscilaciones, justo al final del gasoducto. Esto sig-

nifica que el método numérico implementado en este trabajo 

no es capaz de captar con precisión el comportamiento de las 

variables conservativas cuando se aplican cambios drásticos 

en las condiciones de borde, como es el caso del cierre de 

válvulas.  

 
 

Fig. 8. Densidad del gas desde el cierre de válvula 

 

En otras palabras, el método numérico implementado 

pierde estabilidad cuando las condiciones de borde dependen 

y varían severamente con respecto al tiempo. Sin embargo, 

el método numérico aplicado al modelo matemático (𝟒), 
capta bien durante un periodo corto de tiempo los efectos que 

implican un cierre repentino de válvula, como podría ser el 

aumento de densidad, debido a la confinación o acumulación 

de gas al final o en otras palabras, por el aumento de presión; 

además de la caída repentina a cero en la masa de flujo de gas 
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al final del gasoducto.  

 

 
Fig. 9. Flujo de masa desde el cierre de válvula 

 

5. Conclusiones:  

 

      Durante la experimentación numérica del problema tran-

sitorio del transporte de gas en gasoductos inclinados, con 

condiciones de borde constantes se obtiene la solución espe-

rada; es decir, alcanza de forma inmediata la solución esta-

cionaria, ya que nuestro modelo en principio representa el 

flujo de gas natural, que no está sometido a ninguna fuerza 

externa.   

 

     Después de 8 segundos de simulación del transporte de 

gas, se observó que las gráficas de las soluciones obtenidas 

de la densidad del gas y el flujo de masa, tienen un compor-

tamiento estable, es decir, se observó que las gráficas no pre-

sentaron oscilaciones espurias. Cabe destacar que, previa-

mente en este trabajo se logra obtener analíticamente la 

solución del problema estacionario del transporte de gas na-

tural, con la cual se hace un análisis del error de las solucio-

nes, definido en el apartado anterior y con estas medidas los 

errores fueron nulos, es decir, se puede asegurar la conver-

gencia a la solución del estado estacionario. Sin embargo, al 

introducir severas condiciones de borde, variables en el 

tiempo, como es el caso de cierre repentino de la válvula al 

final del gasoducto, el esquema numérico pierde estabilidad 

a medida que transcurre el tiempo. 

               

      Por otro lado, es importante resaltar que el método numé-

rico presentado en este trabajo, es de fácil implementación en 

comparación con otros métodos numéricos, lo cual lo hace 

atractivo para resolver el problema de transporte de gas natu-

ral en gasoductos inclinados con condiciones de borde cons-

tantes.        
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