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Resumen

En el contexto de los sistemas dindmicos de eventos discretos, el control juega un rol preponderante en el problema de como
verificar el orden en que se presentan los eventos dadas algunas especificaciones o condiciones sobre esta clase de sistemas.
Convencionalmente, para esto es usada la logica, las teorias de lenguajes y automatas, modelos Booleanos y légica temporal.
La variedad de proposiciones refleja la diversidad de areas de aplicacién. Nosotros determinamos las caracteristicas
estructurales cualitativas de los problemas de control béasico, y estudiamos el problema de sintetizar un supervisor
centralizado que asegure el comportamiento colectivo preestablecido desde un punto de vista algebraico.
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Abstract

In the context of dynamic discrete event systems, control plays a preponderant role in the problem of how to verify the order
in which events are presented given some specifications or conditions on this class of systems. Conventionally, logic, theories
of languages and automata, Boolean models and temporal logic are used for this. The variety of propositions reflects the
diversity of application areas. We determine the qualitative structural characteristics of the basic control problems, and we
study the problem of synthesizing a centralized supervisor that ensures the pre-established collective behavior from an
algebraic point of view.

Keywords: Supervision, grammar, processes, categories, dynamics.

1 Introduccion asegure el comportamiento colectivo deseado desde un

punto de vista algebraico, dando de esta manera

Un sistema de eventos discretos (Branicky 1995, Mata y
col., 2018) es definido en términos algebraicos y su
comportamiento dindmico es dado por un lenguaje formal
apropiado.

Un sistema complejo consiste en un conjunto de procesos
asincronicos que interactlian y operan concurrentemente.
Un problema de control para esta clase de sistemas es la
supervisién de sus componentes para asegurar Ssu
interaccion armoniosa y un flujo ordenado de eventos
resultantes (Ramadge y col. 1986). Cada proceso se
comunica con un supervisor central que puede ser
considerado como una estacion de referencia a partir de la
cual la interaccion entre dichos procesos puede ser
“observada”, esta operacion toma la forma de un
“Shuffling” (reorganizador) de las sucesiones de
comunicacion producidas. Nosotros examinamos el
problema de sintetizar un supervisor centralizado que

rigurosidad matematica a los contenidos.

La organizacién de este manuscrito comienza con una
seccion preliminar que constituye los fundamentos para
desarrollar las secciones posteriores. Esta incluye algunos
conceptos de la teoria de lenguajes (Eilenberg 1974) y de
algunas nociones de teoria de grafos, inmersas en la teoria
de categorias (Maclane 1971). En la seccion siguiente se
incluyen algunas nociones tales como procesos de eventos
controlables (Mata 2017, Ramadge y col., 1982, Ramadge
y col., 1984), maquinas secuenciales, gramaticas regulares
(también incluyendo a estas en la teoria de las categorias).
Finalmente se introducen definiciones, propiedades y
analisis de las estructuras citadas (con énfasis en los
procesos bajo supervision).
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2. Preliminares

Dado X = {uq,-,u, } un conjunto finito no vacio, el
cual serd Ilamado alfabeto, consideraremos el conjunto de
todas las sucesiones finitas constituidas con elementos del
conjunto X, incluyendo la sucesion que no tiene simbolos,
denotada por €. Este conjunto serd denotado por £*. Los
elementos de X* serdn llamados palabras y cada elemento
de X sera llamado letra. £~ tiene estructura de monoide
con la operacion - llamada concatenacion, la cual es
definida como sigue: para a = a; - a, Y b=
b, - bp,en%X, a-b=a, - a,* by - by . En
adelante denotaremos a - b por ab, ademas, diremos que
una palabra x € X* es llamada prefijo de y € X si existe
una palabra z € 2* tal que y = x - z, donde - es la
operacion de concatenacion sobre £*. Todo subconjunto
L € X" es llamado un lenguaje sobre . El conjunto
formado por todos los prefijos de palabras de un lenguaje
L € 2" es llamado clausura de L y sera denotado por
pre(L). De este modo

pre(L) = {x €eX*/3y€eXr, xy€el}

En adelante al subconjunto de ndmeros naturales
{1,2,---,n} lo denotaremos por N, y consideraremos
también la funcion

2> X

{ l(e) = ¢,
I[wo)=0 YWeZX*"yo€EX.

Todow € X* se puede escribirw = w; -+ w, conw; €
Ju{eh,1<i<n

Sean £ y Q dos alfabetos tales que Q c X; definimos
h:X - Qpor

w;, siw; €
&, siw; & ().

h(w;) = {
A partir de h definimos la e-proyeccion de £* en Q* por
H(w) = H(wy -+ wy) = h(wy) -+ h(wy)

Esta proyeccidn esta bien definida y es un homomorfismo
de monoides.

Un grafo dirigido G es un cuddruple G =
(N,E, 8,y,6;1 ), donde N es un conjunto llamado conjunto
de nodos, E es un conjunto llamado conjunto de arcos,
junto a las funciones 6;E>N 'y 6i:E—>N
especificando  los nodos iniciales y  finales
respectivamente para cada arco.

Un camino (o trayectoria) ¢ en G es una sucesion finita de
arcos de E, c = aj,a, --,a,, 0 simplemente c =
a, a, - ay, que verifica la siguiente propiedad:

81(ay) = 8o(az),61(az)
= §o(asz), - ,61(an_1)
= 50(0!,1).

Aqui los nodos q; =8¢(ay), Y qn=61(a,) son
Ilamados comienzo y final del camino c y el enteron > 1
es llamado la longitud del camino.

Un morfismo entre dos grafos G = (N, E,6y,61) Y

H = (M,P,5,,5; ) es un par de funciones F=
(E,, F,) tales que el siguiente diagrama conmuta.
N % E % . N
E - - F
n 6‘0 Fe é‘l -1
M P M

Los grafos junto a sus morfismos forman una categoria
que denotaremos por CG.

Denotemos por 1 al conjunto formado solo por el
elemento uno. Dado un conjunto X nosotros podemos
construir el grafo especial £ = (1,Z,8,,8;), donde X es
el conjunto de arcos y para cada o € X, §y(0) = 6,(0) =
1.

Un grafo etiquetado Gy es un tripe (G, g,2), donde G =
(N,E,8,,61) es un grafo, X es un alfabeto y g un
morfismo de G en I tal que el siguiente diagrama
conmuta.

N E N
f 5 FJ g
1T

El morfismo g marca los arcos de G con los elementos del
conjunto .

Sea G5 = (G, g,%), un grafo etiquetado. Una Traza c en
G es una sucesion finita oy o, -+ g, de elementos de X
tales que ge(ay) =01, ge(ar) = 07, =, ge(@n) =
o, , paraalgincamino a; a, -+ a, en G.Aquilos nodos
qo =6p(a) ¥ qn =6p(ay,) seran llamados nodo
asociado al comienzo de la traza ¢ y nodo asociado al final
de la traza c respectivamente, y el entero n > 1, sera
[lamado la longitud de la traza c. También, consideramos
la traza €, con longitud cero.

Un morfismo entre dos grafos etiquetados Gy =
(G,9,.5), yHy = (H,h,2), esunpar  F = (F, F,)
de morfismos dados tales que el siguiente diagrama
conmuta.
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G SN y

F1 FQ
H >

C
[§

Los grafos etiquetados y sus morfismos forman una
categoria que denotaremos por CGE.

3. Procesos Secuenciales

Un proceso secuencial (PS) P es untriple P =
(G5, S,T), donde Gs es un grafo etiquetado, S es un
subconjunto del conjunto de nodos de Gy que especifica
nodos iniciales de P y T es un subconjunto del conjunto de
nodos de G5 que especifican nodos finales de P.

En lo que sigue, los nodos de Gy seran llamados estados;
luego, P sera llamado un proceso secuencial de estado
finito si el grafo Gy es finito.

Llamaremos a una sucesion finita ¢ = oy 0,, =+ 0, de
elementos de X' unatraza en el proceso P = (Gy, S, T), Si
¢ es una traza en el correspondiente grafo etiquetado G5
de P. Con abuso de lenguaje Ilamaremos a los nodos q,
comienzo y g, final de la traza c en P si estos son los
correspondientes comienzo y final de la traza ¢ en Gy. De
igual modo el nimeron > 1 sera llamado la longitud de
la traza.

Una traza sera llamada exitosa en P si el comienzo de ésta
es desde algun elemento de S y el final de ésta es en algin
elementode T.

Definimos el comportamiento de P como el conjunto de
todas las trazas exitosas en P, denotaremos este conjunto
por |P|.

Ahora podemos interpretar a un proceso secuencial como
un grafo etiquetado donde se especifican sus estados
iniciales y finales.

Un PS P sera llamado accesible si para todo estado x €
P existe una traza con comienzo en algin x, € Sy final
en x.

Un PS P es llamado coaccesible si para todo estado x €
P existe una traza con comienzo en x, € Sy final en
algin t € T.

Un PS P serd llamado Limpio si es simultaneamente
accesible y coaccesible.

Sean S = (G5, S, T) y P =(HpUV), procesos
secuenciales.

Un morfismo F: § — P de procesos secuenciales
consiste en:

1. Un morfismo de grafos etiquetados F = (Fy, F,) de G5
en H,

2. Un par de funcionesa: S —» U,b: T — V dadas de
manera que el siguiente diagrama conmute.

S 1Ty N 115 T
a l . E, J I, b —
U M 1

Donde los I1; son proyecciones canonicas, parai = 1, 2,
3, 4

Los procesos secuenciales y sus morfismos forman una
categoria la cual nosotros llamaremos CPS.

Una maquina secuencial deterministica (MS) es un
quintuple A = (Z, Q,qo, T, 6), donde X es un alfabeto,
Q es un conjunto llamado conjunto de estados, q, es el
estado inicial de A, T es el conjunto de estados finales de
Ay 6:ZU{e}xQ — Q es una funcion parcial llamada
funcion de transicion de estados de A, que estd definida
como sigue:

q, sig=¢
q,, Si alcanzamos a q,
desde q con etiqueta o .

8(0,q) =

Extendemos esta funcion parcial § de acuerdo a
8*(uo,q) = 6(0,6*(u,q)), para ue T*yo € X.

Note que &* estd definida siempre que §*(u,q) ¥y
8(0,6"(u,q)) estén definidas. En lo que sigue
escribiremos 6 (u, g) en lugar de §*(u, q), pues 6 es una
extension de 6.

Sean A = (%, Q,q90, T, 6)yB = (2, X,x0,U, B) dos
(MS). Un morfismoh: A — B, es un par de funciones
hi: X -2 y hy,: Q - X, tales que h,(q,) =x¢ ,
ho(T) € U y ha(6(2 X Q) < B(hi(2) X ha(Q)).

Las (MS), junto a sus morfismos forman una categoria la
cual llamaremos CMS. Més aln, existe un functor F :
CMS — CPS que mapea cada (MS) enun (PS), y ademas

|l = |F(A)I.

Una maquina secuencial generalizada (MSG) es una
Maquina secuencial Deterministica

A = (Q,2,q,T, 6)junto con una funcién T:ZU
{e} x Q » I'*, donde T es un alfabeto, dada por
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£, sio=¢

7(0,q) = w, paraalgunaw €T.

Esta funcién sera llamada funcién de salida.

SeanA = (£,Q,P,q,,T,8,7) ¥ B =
0,X,d,x4,U,B,V) dos (MSG). Un morfismo

h:A — B es un triple de funciones h; : X — 02, h,:
Q - X, hy;: P — ¢ tales que h,(qo) = xq, hy(T) C
U, hy6 © B(hy X hy) Y hat € V(hy X hy).

Observacion, cada (MSG) A, tiene una correspondiente
(MS), la cual es obtenida a partir de A por la eliminacién
de su funcién de salida.

Definimos el comportamiento de A , denotado por
|A| como el comportamiento de su correspondiente (MS).

Las (MSG) y sus morfismos forman una categoria la cual
Ilamaremos (CMSG).

Una gramatica regular deterministica (Grm) G sobre X
es un (PS) de estado finito y limpio con un solo estado
inicial y con su grafo etiquetado deterministico.

Llamaremos a un lenguaje L sobre X, lenguaje regular si
existe una (Grm) G sobre T tal que |G| = L.

La categoria (CGrm) de gramaticas regulares es una
subcategoria de (CPS).

Las categorias (CGrm) y (CMS) son isomorfas; por ende,
en adelante consideraremos una (Grm) como un (MS) y
una (MS) como una (Grm) siempre que sea conveniente.

Sean G = (Gz,ho,Tl)yH = (HE, my, Tz) dOS (Grm)
sobre el alfabeto X.

Considere ahora G N H y el diagrama conmutativo
siguiente

K b, H

a J , { h
g ¥
G )

dOﬂde G = (Ql'EGldO’ dl) [} H = (Qz,EH,d(), dl) y
K = (Q, X Q,,Eg, dy, dy) son grafos dirigidosy a, b, h y
g son morfismos de grafos.

Luego b oh 'y a o g marcan los arcos de K con
etiquetas de .

De este modo definimos a G N H como la componente
limpia del proceso secuencial

(K5, (ng,my), T, X T,).Luego estamos interesados en ver
el comportamiento |GN H|que resulta ser |[GNH| =
|G| n|H|c 2" En efecto,

IGNH|={o €/ (hy, my)(o) € (Ty, T2)}
={o €2 /ny(0) €T, y my(o) € T}
={oc€X/ny(o) ETy}n{oc € 2"/ my(o) € T,}
=|G|n|H]

Asi tenemos un procedimiento finito para definir el
comportamiento |G N H | dados los comportamientos de
GyH.

Dados 2 y X dos alfabetos disjuntos; es decir on
¥ = @ Definimos la proyeccion “sShuffle”

P:(2U )" —» X" x 2" de la manera siguiente.
Considere

(0,¢), sicgeX
(g,0), sic €N

P = |

Y considere Mi:XxN -2 y MpXxN-0 ,
proyecciones candnicas.

Para caday € (X Uw)"* se tiene quey = a; -+ g,, donde
0g;EXUNTISI<n

luego:

P(y) = P(oy - 0n)

= (H1(P1(01)) H1(P1(Un))' HZ(P1(01)) HZ(Pl(O_n)))

donde para 8, @ € X x £ consideramos 8 concatenando a
a, denotado por Ba de la siguiente

manera: si 8 = (B, B2) Y @ = (a,,a, ) entonces fa =

= (Byay, B ) La proyeccion “Shuffle” definida asf es
un homomorfismo.

Sean L, € X" y L, € 2", lenguajes regulares donde £ N
0 =0, el producto Shuffle de L; y L, denotado por
L, ® L, esta definido por

Ly @ Ly:= P~ (Ly X Ly)

Sean L, y L, lenguajes regulares, y sean G =
(Gs,90, T1) Yy H=(Hy, x5, T,) dos graméticas
regulares tales que |G| = L, y|H| = L,, donde Q es el
conjunto de nodos de G y X es el conjunto de nodos de H.
Supondremos también que XN N = @.

Definimos la gramatica producto Shuffle como sigue:
consideremos el grafo dirigido Gy, donde Q x X es el
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conjunto de nodos. ¢ € X' U 2 es un arco en Gy, Si o €
. g
Z'yexisteunarco q; _, q' en G denotando en este caso el

arco o de Gy por (qq,x) i (q',x),0sic € N yexisteel

o
arcox _ x" en H, denotando en este caso el arco o de
o
Gyua POr (q,%) _, (q, x").

Luego G @ H es la componente Limpia del proceso
secuencial (Gsuar (qo, x0), Ty X Ty) y su
comportamiento es L; ® L,.

Como consecuencia inmediata de esto, el producto shuffle
de dos lenguajes regulares es un lenguaje regular.

4. Procesos de Eventos Discretos Controlables

Un proceso de eventos discreto controlable (PEDC) P
consiste en:

1.UnPS P = (GZU{E}!S!T);

2. Un conjunto de eventos de entrada I’ = T', U s, donde
F.NTs=0yTInX=0;

3. Un par de funciones parciales f,: E - T,y fs:E - Ts
con el mismo dominio, donde E es el conjunto de arcos de
P, f, especifica los eventos habilitados y f5 los eventos
inhabilitados para cada arco controlable.

Un proceso (PEDC) P tiene la siguiente interpretacién:
Los nodos de G representan los estados de P y los arcos de
G (llamados eventos) representan transiciones de estados
gue son permitidas. Los estados en S son llamados estados
iniciales permitidos y los estados en T son llamados
estados finales permitidos. Cada transicién de estado de P
es controlable o no controlable. Si una transicion de estado
es controlable entonces ésta puede ser permitida o
inhabilitada; en otro caso, la transicién siempre sera

permitida. La “ocurrencia’ de un evento permitido por una
transicién controlable habilita la transicién, mientras la

“ocurrencia’ de los eventos no permitidos inhabilita la
transicion. En el momento en el cual estamos en el estado
q en P, el proceso determina la ejecucion de alguna
transicion del estado g hacia algun estado g’ en P; si la
transicion es permitida entonces P ejecuta la transicion
instantaneamente. Si la transicion es inhabilitada entonces
P espera en el estado q hasta elegir hacer transiciones
permitidas; asi P ejecuta las transiciones seleccionadas.

A X lo llamaremos conjunto de etiquetas de salida del
(PEDC) P; es decir, si g € X es una etiqueta de un evento
e de P entonces cuando e es ejecutado la etiqueta ocurre
simultaneamente.

El comportamiento de P denotado por |P|, es de este
modo el conjunto formado por todas las posibles

sucesiones de etiquetas de salida, que puedan ser
generadas en la evolucién del sistema.

En adelante asumiremos que cada proceso P es un proceso
secuencial de estado finito (PSEF), limpio, con un estado
inicial y con su grafo etiquetado deterministico, ya que con
esta eleccion el comportamiento de P, |P], es un lenguaje
regular.

Sea g:E — X U {e} lafuncion etiqueta de P.

Sea i:2 —» X U{e} la funcién inclusién de P . Asi,

g:E - X es la Unica funcién parcial “maximal’ que
verifica i(g'(E)) < g(E).

P sera llamado de salida controlable si existe un par de
funciones parciales inyectivas

he:Z >T, y hs:Z —>Tstales que fp = ho(g") Y f5 =
hs(g").

Asumiremos que todo (PEDC) es de salida controlable. De
este modo para precisar una condicién inicial para P
nosotros tenemos que dar un estado inicial para cada salida
controlable de P.

Un sistema de eventos discreto (SED) es un conjunto
finito

H = {P,,~+ P, /cada P; esun (PEDC)}

con alfabetos de entrada disjuntos y alfabetos de salida
disjuntos. Definimos el comportamiento de 3 como el
producto shuffle

n
Ly = ® |P]
i=1
del comportamiento de los procesos constituyentes.
Nosotros interpretaremos a 7 como un conjunto de
procesos asincronicos independientes que interactlan
sobre su medio compartido. Esta interaccién da comienzo
a la necesidad de supervision del comportamiento
colectivo. El objeto de la supervision es asegurar que los
procesos interactlen alcanzando una coexistencia
armoniosa o concluyan tareas colectivas.

En el resto del trabajo sea

H = {P;,- B, /cada P; esun (PEDC)} un (SED)
con X; alfabetos de salida, I'; = T',; U I's; alfabetos de
entraday A; € X; los conjuntos de salida controlable de
P,i=1-,n

Ademas

z:Uzi, r=Uri y /\ZU/\i'

n n n
i=1 i=1 i=1
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Un supervisor Secuencial S para H es una (MSG)
deterministica de estado finito y limpia, con ¥ como
conjunto de entrada y I' como conjunto de salida;
asumiremos también que todo estado de S finaliza una
tarea; es decir, pre |S| = |S].

La figura siguiente representa la supervision central de un
(SED) por un supervisor secuencial

v — oy

Pl -t Pn

S es secuencial y la observacion de la actividad de los
procesos es modelada mediante un shuffling de la
comunicacion entrante en una secuencia. La secuencia de
salida de S es un shuffling de sucesiones de comandos
para los procesos de .

El control es separado por una proyeccion shuffle y
transmitido a los correspondientes procesos. Se asume que
la demora de comunicacion entre £ y S es insignificante.

Sea S un supervisor para un (SED) . Para cada o € A
sea < g > denotando los eventos habilitadosy <& >
denotando los eventos inhabilitados por o.

Sea I,={<0> <>}y P:I">T, la ¢ -
proyeccion de I'* sobre I}, dada por

w, siw €Tl
g, enotro caso

Poro(w) = {

Luego si zel™ y z=2z -z, con z; ET U{e}i =
1,---,n entonces

PO'(Z) = PO'O(ZI) PO'O(ZTI)'

Sea a: A\ - {0,1} la funcion que especifica el status
inicial de cada salida controlable. Se extiende la funcion a
mediante una funcién ®:|S| x A —{0,1}
como sigue:

i.)@(g,0):=a(o)

i) parau € |S], ®(u,0) =1 sia(o) =1y P (t(w)) =
e 0 P(t(uw) =<og>

iii.) en otro caso @(u, o) = 0.

Si®(u,0) =1 o0 ®(u,0) = 0 entonces diremos que o
es habilitado o inhabilitado desde wu.

El conjunto L, contenido en X* de sucesiones de salidas
controladas de (7£,S) es definido por: w € L, si w €
S| npre(Ly) y para cada factorizacion uov de w con
ceEN Po(uo)=1.

Definimos el comportamiento controlado de (H,S) por
Lo = L, N Ly.

Claramente pre(Lp) =L,y pre(Ly) € L,.

Si we€ L, —pre(L;) entonces w es una sucesion de
salida de (#,S) la cual posiblemente pueda completarse
legalmente para formar una palabra de L.

Teorema 1. El comportamiento controlado de (#,S) es
un lenguaje regular.

Demostracion. Debemos mostrar la existencia de una
gramatica regular que genere a L,:

Para esto recordemos primero que al discutir la gramética
producto shuffle concluimos que el producto shuffle de
dos lenguajes regulares L, y L, es un lenguaje regular.

n
De aqui Ly = & |P;| es un lenguaje regular y por lo
i=1
tanto pre(Ly) es un lenguaje regular, pues la gramatica
que genera a L4 también producirad cualquier palabra de

pre(Ly) -

Sea entonces P; = (Gxyep So, T)  la gramatica que
genera a pre(Ly) . Como la categoria (CGrm) de
gramaticas regulares y categoria (CMS) de maquinas
Deterministicas son isomorfas entonces nuestra prueba
consistira en mostrar la existencia de una maquina
deterministica que genere a L, (ya que como Ly es
regular, entonces L. = L, N Ly sera regular).

Consideremos ahora la maquina deterministica M, =
(Q,%Z,q0, T, &) correspondiente con P; por isomorfismo,
luego el comportamiento de M, es Ly, .

Sea M, = ( Q,2,q2, Ty, 8,) la maquina deterministica
en CMS que es obtenida a partir de S por la eliminacion de
la funcién de salida. Es claro que con esta eleccién el
comportamiento de M, es |S]|.

Consideremos ahora lamaquina M. = (Q,%, T,q,, 6) ,
donde 6.: 2 x Q — Q

esta dada por

O(wp,0)=1

6(0,q), si(o,q) esta definida y
0c(0,q) =
indefinida en otro caso

Aqui hemos supuesto que §(w, o) =q YW = Wy Wy,
con w; € X para cada i.
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Considere hora

Ac = (Q X Q2 2, T X Ty,(q0,92), 6, X 8.), donde
0y X6 2XQ,XxQ->Q,%x0Q

es dada por

62 X 6(:(0-' X, q) =( 66(01 q)' 62(0-1 X))

siempre que &, (0, x) y 6.(0, x) estén definidas;
ademas, como para cada wuo € pre(|A.|) se tiene que
@(u,0) = 1, se concluye que esta maquina genera a L,.
|

Un supervisor S es funcionalmente completo si para cada
u € Ly, uo € pre(Ly;) con o € X, y o habilitada desde u
implica que uo € |S].

Abreviaremos funcionalmente completo por F-completo.

Un supervisor S es funcionalmente limpio si para cada
estadox € Xen Sy para cada g € X tal que 6(o, x) esta
definido, existe una palabra ugv perteneciente a L, tal que
8(u, xo) = x. Abreviaremos funcionalmente limpio por F-
Limpio.

Asumiremos en adelante que todo supervisor es F-
completo y F-Limpio. Dada esta eleccion, S no tendria
transiciones de estado que no jueguen un papel importante
en la supervision de H.

Sea X el conjunto de estado de S. Para cada o € A
nosotros diremos que un estado x € X es o-
consistente si para cada par u,v € |S| se tiene que
S, xg) = x =6, x9) Y ®(u,0) =P2(v,0).

Diremos que un supervisor S es control-consistente si todo
estado de S es g-consistente, para cada o € A.

Cada estado de un supervisor control-consistente
determina de forma Unica el estatus de cada salida
controlable.

Sea S un supervisor control-consistente. El estatus que da
x a o es dado por la sobreyeccion

M,:X - {0,1} con I, (x) = 1 si &(u,0) =1 para algin
u € |S], donde §(u, xo) = x.

Denotaremos también por II, al nicleo de esta
sobreyeccion.

Definimos la control-particion de X por I1 = A{ll, /o €
A}

Dos supervisores S y R de H hacen un control
equivalente si ambos generan el mismo conjunto de
salidas controladas para #; es decir si L,(S) = L,(R).

Teorema 2. Para cada supervisor S de H existe un
supervisor S* y un epimorfismo F:S* — S en (Gsm) con
S* un supervisor control-consistente para H el cual es
equivalentemente controlado por S.

Demostracion. Sea S= (X, T,x,T, §, ) un
supervisor para H, si S es control-consistente, entonces
basta tomar S* = §. Supongamos entonces que S no es
control-consistente; sea A’ S A el subconjunto del
conjunto de salidas controlables de 7, para el cual existen
estados de S los cuales no son consistentes. Sea o € A’y
X, =1{0,1} . Definamos X, = (T, X, xo,8,), donde
Xo =PD(0), 6,(y,x)=0siy=<a> Yy 6,(y,x)=1
si y =< 0 >, enotrocaso &,(y,x) =x.Luego X, esuna
(MS) que especifica el estatus de ¢. Sea m la cardinalidad
N yseaY ={0,1}". Definamos la (MS) Y = (T, Y, y,, ),
donde  yo=(x3, ... x) y a(y,(x!, .., x™) =
((xY) ¥, ..., (x™)y). [Denotando en este caso por (x)y al
estado alcanzado por y desde x']. Luego la siguiente (MS)
es la extension dinamica que consideramos para S, S,=
(X XY,(X0,Y0))0¢,Te), donde 6. (0,x,y) =
(6 (0,x,), a* (1 (0,%),¥))

si 6(o, x ) esta definida y es habilitada en el estado y de Y;
en otro caso 8.(o,x,y) es indefinida, 7,.(o,x,y) :=
(o, x). Por construccion S, hace un control equivalente
al de Sy todo de estado S, es a- consistente para cada
o € ANy S es un cociente de S, en (Gsm). Finalmente
consideramos S* = S. ]

Teorema 3. Si S es un supervisor control-consistente
para H entonces L, = |S|Nnpre(Ly)y Le= |SIN Ly

Demostracién. Seaw € |S|npre(Ly) Yy Sea uov una
factorizacion de w, conag € A. Comow € |S| entonces
o es una entrada permitida desde &(u, x,) en Sy como S
es F -Limpio entonces existe una palabra to ,
donde @(t,0) = 1, pero S es control-consistente, por lo
tanto @(u,0) = ¢(t,0) = 1 de donde §(u, xo) = 6(¢, x),
asiw € Ly,

Ademas siw € |S| N Ly, como Ly < pre(Ly)
entonces w € |S| N pre(Ly;) de donde se tiene

que w € L,. Luego, w E L, Yy wE Ly, asiw€ L, N
LH:LC.

Siw €L, entoncesw € L, yw € Ly, luegow € [S| N

Asi L, = |S| N Ly. o

Un supervisor se llama restrictivo si verifica la siguiente
propiedad:

Para cada o € X'y para cada prefijo uwao en Ly, cONw €
Z.

Revista Ciencia e Ingenieria. Vol. 42, No. 3, agosto-noviembre, 2021



366

Quilumbay col.

Si uw es prefijo en L. y @(uw,0) = 0 entonces
®d(u,0) = 0.

Sea S un supervisor control-consistente para H', para cada
o € X definamos los siguientes subconjuntos de estados
de X, donde X es el conjunto de estados de S.

D, ={x € X /65(0,x) estadefinido }
E;, ={x €X / x habilitaa o }
E, ={x € X / x inhabilitaa o }

D, = {x € X / x inhabilitaa o, Ju € pre(L.),

donde §(u,x,) = x y uo € pre(Ls)}

Sea K c X, el subconjunto (K)2~! c X se define por
(K)rl'={xeX/ 30 € %,8(0,x) esta
definido,(o,x) € K}

Proposicion 1. Para un supervisor control-consistente S
las siguientes condiciones son equivalentes:

1.) S es un supervisor restrictivo

2)D,2 'cE, VoEX

3)(E;)ZNnD, = @, Vo € X

Demostracion. 1.) = 2.)

SiD, = @ entonces D21 =@ c E,, Vo € L.

Razonemos por el contra_reciproco. Supongamos que
D, # @ yque3o € X/ (DG)Z‘E E, , luego existe y €

D,X~! ysimultaneamente y & E,.

Comoy€ D,z7t entonces existe w € X tal que 8(w,y)
esta definido y 8(w,y) € Dy , ahora

como &(w,y) € D, entonces §(w,y) inhabilita a o, luego
comoy ¢ E; entoncesy € Eg; es decir, y habilita a o lo
que es una contradiccion con el hecho de ser S restrictivo.

2.)=3.)

Razonemos por el absurdo. Asumamos que D,27! c Eg,
VoeX yquedoc e X/ (E;)XNDy; # @.

Luego, si x € (E;)Z N D, entonces existty EE; ywe
z tal que 8(w,y) € D, de dondey € E; N D,Z™" lo que
es una contradiccion a la hipotesis pues si D, ! c

E, Vo € X, entonces D, NE, = 0.
3)=> 1)

Suponga que (E;)XND,=0 Vo €X entonces sea
uwo un prefijo en L donde uw es un prefijo en L. y sea

o inhabilitado después de_uw. Sea S(uw,xg) =X Y
8(u,x9) =y, entonces x € D, y por lo tantoy € E;, de
aqui o es inhabilitado después de u. Asi S es restrictivo.
|

Un lenguaje regular L c Ly es llamado parcialmente
invariante si para cada par o,w € X, donde uo y uw son
prefijos en L'y uwa es un prefijo en Ly se tiene que uwa
es un prefijoen L.

Sean A una (MS) tal que |A | = L, Con Q el conjunto de
estados de A y & la funcidn de transicion de estados de A.
Para cada o € X definamos los siguientes subconjuntos de

Q:
As:={q € Q/ 6(o,q) estadefinido }

o
Q

Ay ={q € Q/8(0,q) no estad definidoy Iu
€ pre(L),donde 8(u,q,) = q ¥ uo € pre(Ly)}

A, = {q € Q/5(c,q) no esta definido y V u

2
q

€ pre(L),donde 6(u,q,) = q y uo & pre(Ly)}

Claramente A,, A, Yy ﬁ son dos a dos disjuntos y A, U
AU 4, = Q.

Proposicion 2. L c Ly es parcialmente invariante si, y
solosi, paracadac € £, (4,)27' € (4,) VA,

Demostracién. Sea L c Ly y sea A una (MS) tal que
|A| = L, Con @’ el conjunto de estados de 4, ¢ la funcion
de transicion de A y donde Q denotara al conjunto de
nodos o estados de H'.

Sabemos que si a € Ly entonces existen nodos q;, g, en
Q tales que el arco de q; hasta g, tiene la etiqueta «

(denotando esto por g, 5 q, ). También, si o € L
entonces existen estados q; Y q; en Q' tales que O (a,
q1) = q5. En este caso interpretaremos que q; = q; Y
q5= q, , bajo esta consideracidn entonces interpretaremos

aQ c Q.
Ahora aboguémonos a la demostracién de la proposicion.
=)

Razonemos por el contrareciproco y supongamos que L no
es parcialmente invariante, entonces existtn oy wenZX
tales que uo , uw pertenecen a pre (L) , uwo €
pre (Ly) y uwo €& pre(L). Como uwo € pre(Ly)
existen estados qo,q1, q,, g3 en Q tales que g 5

o) 5 q 5 qs Y donde uw € pre(L), uwa & pre(L) y
uwo € Ly Ahora para estos oy q,, existe w € X tal que
6 (w, q,) estd definido en A, 6 (0,6 (w,q,)) no esta
definido en A y también existe uw € pre(L) tal que
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6 (uw,qy) =6 (w,q;) . Por lo tanto, uwo € Ly C
pre(Ly).Asiqy € (A,£7). Peroq, € A, UA, pues
q, debe ser tal que J (o, q,) es definido en A para todo «
€ X y sabemos que uw € pre(L). Luego, queda
demostrada esta implicacion.

(<)

Supongamos que existe ¢ € X tal que (4,)2" 1 ¢ A, U
A, y probemos que L cLs no es parcialmente
invariante. Seaentonces 0 € X talque (4,) ™' & A, U
A; y sea qi € (A;) 7' tal que ¢ € A, U
A,.Comog, € (A,)S"' entonces Iwe I tal
8 (w,q,) esta definido y 8§ (w,q,) € A,, luego como
5 (w,q,) € A, entonces § (a,8 (w,q,)) es indefinido,
existeuw € Ltalqued (uw,qp) = 6 (W, q,) Yy uwao €
Ly, ademas, g, & A, U A, pues & (w,q, ) esta definida.

o

Luego, para estos ow € XY tenemos que uw € L C
pre(L) Yy uwo€ Ly cpre(Ly) Yy ademas
8 (0,6 (w,q,)) esta indefinido; es decir, uwo no es un
prefijo en L. Asi L es parcialmente invariante. m

Proposicion 3. L c Ly es parcialmente invariante si, y
solosi,paracada;,i = 1,..,nyparacadac € Y, se
verifica:

1) (A)(X =) c A,; es decir, si g € A, entonces
paracadawe Y, —Y; 6 (w,q) € A,

siempre que § (w, q) este definido.

2)(A)Y i c A, U t; es decir, si g € A, entonces para
cadac' €Y, 6§ (0',q) EA, UA,

siempre que § (a’, q) este definido.
Demostracion. (=)

Seano € X y w € X, suponga que uos y uw son prefijos
en Ly que uwo es un prefijo en Ly;.

Si w &), entonces w € Y —Y;, luego como uc €
pre(L), entonces existe g € Q tal que & (w, q) estéd
definido en Ay por lo tanto ¢ € A,, luego 6(w, q) esta
definido pues uw € pre(L) y por lo tanto § (w,q) €
Ay Asi, uwo €pre(L). Si w € ¥;, como uw €
pre(L) entonces existe g € Q tal que &(c, q) esta
definida en A y entonces q € A, ademas, como uw €
pre(L) entonces & (w, q) esta definida en A4; luego q €
A, implica que & (w,q) € A, UA, pero 6 (w,q) &
A, (pues si suponemos que &(a, & (w, q)) esta indefinida
en A , entonces existiria uw € pre(L) donde
S(uw,qy) = 8(w,q), luego uos € pre (Ly) lo que
contradice la hipotesis). Por lo tanto, §(w,q) € A,y asi

uwo € pre(L). En consecuencia L es parcialmente
invariante.

(<)

Supongamos que L es parcialmente invariante y sean o €
i Yy 6(uqy)=q€A, para algin prefijo u €
pre(L). Suponga que & (w, q) esta definido con w ¢ Y;,
luego uo y uw son prefijos en L. Asi, por la definicidn de
Lsc, uwa € pre(Ly), de donde uwo € pre(L). Por lo
tanto, § (w,q) € A,. Siw € X, entonces w € Y, —Y;,
luego 6 (w, q) € A. Suponga que § (w,q) esta definido
conw € Y, entonces uo y uw son palabras de pre(L).
Si uwo € pre(Ly) entonces uwo € pre(L), luego
8 (w,q) €A, , de otra manera & (w,q) €A, . Asi
S(w,q) EAUA,. m

Proposicion 4.

Sea S un supervisor para ', F-completo y restrictivo,
entonces el comportamiento controlado de (H,S) es
parcialmente invariante.

Demostracion.

Sea S un supervisor control-consistente para H. Por la
Teorema l. L, = Ly N |S|, donde

n
Ly = @ [P
i=1

Seanw € X'y g € X tales que uo y uw son prefijos en

L..Como L, = Ly N |S], entonces uas y uw son prefijos
en Lg;, Asi existe un nimero entero i < n, tal que o €
|P;]; luego como uw es prefijo en Ly, entonces por
definicién de Ly uwo es un prefijo en Ly. También
como uc y uw son prefijos en L, = Ly N |S|, entonces
uo y uw son prefijos en |S|; por lo tanto, existe un estado
x = 6 (u,xy) en S desde el cual, 6§ (6,x) y § (w,x)
estan definidos. Luego comoo € X' yw € X, uwo €s un
prefijo en Ly y uw es prefijo en L, y como S es
restrictivo, entonces si suponemos que ¢(uw,o) =0
concluimos que ¢(u, o) =0, lo cual contradice la
Hipdtesis ¢(u, o) =1, puesuc esun prefijoen L,
y por ende ¢(uw,0) =1. Ademéds, como S es F -
completo entonces uwo es un prefijo en |S| . Asi, uwo
es un prefijoen Ly N [S| = L. ]

Sea S un supervisor para H y sea L. el comportamiento
controlado de (7, S). Diremos que S "Permite Detencién"
de H si existe una palabra u en Ly, después de la cual todo
proceso que no se detenga estard bloqueado y no podra
proceder.

Sea Y c ¥, el subconjunto del conjunto de salidas del
proceso P;, definido por:
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i ={o € |Pi|/uc € pre(Ly)}.

Un lenguaje L c Ly es llamado “Parcialmente
Bloqueado” si para cada u € pre(L), donde Y} # @,
paraalgin;j € {1,...,n },existe i € {1, ...,n} tal que

1l)uo € pre(L),paracadac € Y}

2) Siu € pre(L) y u & L, entonces la proyeccion
shuffle (Pi(u)) de u sobre el proceso P; es tal que
P;(u) € pre|Pi| y Pi(u) ¢ |Pi].

Nosotros diremos que (#, S) es “Libre de Estancamiento”
sipre(L;) = L, y L. es parcialmente blogueado.

Proposicion 5. Si L c Ly es parcialmente bloqueado,
entonces pre(L) N Ly = L.

Demostracion. Sea L < L, parcialmente bloqueado.

Es claro que L < pre(L) y por hip6tesis L c Ly, de aqui
L c pre(L) N Ly.

De este modo sélo falta probar que pre(L) N Ly < L.

Sea entonces wpre(L) N Ly, como L Cc pre(L) y es
claro que si w e LnLs; no hay nada que probar,
supongamos entonces que w ¢ L. Luego como L es
parcialmente bloqueado existe i € {1,...n} tal que la
proyeccion shuffle (P; (w)) de w en la componente P; de
Lqe es tal que P;(w) € pre(|P;])y Pi(w) & |P;].

Lo que es una contradiccion con el hecho de que w €

pre(L) N Ly y por ende w € Ly, con lo que, “w debe
completar una tarea en H’; de aqui, la proyeccion P;(w)
debe completar una tarea en el proceso P;; es decir,
PL(W)E |PL| ASi,WEL. |

Conclusion

El modelo (S, ) verificando los argumentos establecidos
en este manuscrito proporciona una estructura para
estudiar un amplio rango de sistemas de eventos discretos,
en los cuales los eventos controlables son conocidos. El
resultado final es la construccién de un supervisor S que
da solucion al problema de control supervisorio
centralizado.

Los dos ingredientes claves para aplicar estos resultados
de sintesis son la disponibilidad del modelo # que

representa al SED de interés y la disponibilidad del
lenguaje de requerimientos L,. EI modelo 7 del sistema
se obtiene mediante la gramatica Shuffle de los modelos
individuales de las componentes del sistema, mientras que
no hay recipiente magico para la construccion de L,. De
hecho, en general, la construccion de L, presenta mayor
dificultad que la construccion de 7.
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