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Resumen

El objetivo de este articulo, aparte de mostrar la topologia de la correflexion secuencial, es estudiar propiedades muy rele-
vantes del espacio Arens y del espacio abanico secuencial. Mas aln, veremos cuando un espacio topoldgico (X, T) tiene una
copia cerrada de los dos espacios mencionados. En este articulo consideramos espacios topologicos Hausdorff.
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Abstract

The objective of this article, apart from showing the topology of sequential coreflection, is to study very relevant properties
of the Arens space and the sequential fan space. Furthermore, we will see when a topological space (X, T) has a closed copy
of the two mentioned spaces. In this paper we consider topological Hausdorff spaces.

Keywords: Sequential coreflection, espacio peine, abanico secuencial.

Preliminares y Notacion

Definicion 1.1: Un espacio topoldgico (X, ) se llama
secuencial, sidado A < X tenemos que A es cerrado si
y solo si, para toda sucesion (x,),ey €A coOn
(Xp)nen — x implicaque x € A.

Proposicion 1.2: Sea (X, T ) un espacio topolégico. Si
para cualquier A < X que no es cerrado, existe una Su-
cesion (x,),eny €A con (x,),ey — x € A \Aen-
tonces, X es secuencial.

Demostracion: Sea A < X y supongamos que 4 = A.
Tomemos una sucesion (X )neny EA tal que
(X)nen — x. Luego, x € A pues, de lo contrario,
x EX\ Ay x no seria punto limite de (x,)necy. D€
esta forma queda demostrada la necesidad de la de-
finicién anterior. Ahora, demostraremos el reciproco.
Supongamos que toda sucesion en A que sea con-
vergente, converge en A . Requerimos verificar que 4 =
A . Procedamos por contradiccion. Asi, la hipétesis nos
garantiza la existencia de una sucesion (x,),ecny € 4,
tal que (x,)ney — x € 4 \ 4, lo cual contradice
nuestra suposicion. De aqui que 4 = A y por lo tanto X
es secuencial. m

En base a la proposicion anterior, obtenemos que los es-
pacios discretos son secuenciales. En efecto, sea X un
espacio discreto. Dado que la afirmacién A = A es falsa
paratodo A c X se satisface la hipdtesis en la proposi-
cién anterior, por lo tanto, X es secuencial. Otra clase
importante de espacios secuenciales son los  primeros
numerables. Recordemos que significa que un espacio es
primero numerable.

Definicién 1.3: Sea (X, ) un espacio topoldgico. Di-
remos que X es primero numerable, si para cualquier
punto x € X existe una coleccion numerable {U,},, c z+
de entornos que contienen a x tales que cualquier  en-
torno U que contiene a x , este contiene al menos uno de
los conjuntos U,, (U, € U)

Proposicion 1.4: Todo espacio primero numerable es
secuencial.

Demostracion: Sead c XconA # A.Tomemos x €
A \ Ay una base numerable {U,},, <y €n x . Para cada
i €N, elegimos x; eANU; NU, N--- NU; .De
esta manera, obtenemos una sucesion (x,),en € A4 que
por construccion  converge a x . Es decir, el espacio X
es secuencial. m
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Corolario 1.5: Todo espacio métrico es secuencial.

Demostracion: Sea (X ,d) un espacio métricoy x €
X . Como la familia {B (x,l) :n € N} esuna base
n

numerable en x, de la proposicién anterior dedu-
cimos que (X, d) es secuencial. m

Otra manera de caracterizar los espacios secuenciales es:
Sea X un espacio topoldgico. Recordemos que una  su-
cesion (X, nen € X estd finalmente en 4 c X, si
existe un entero positivo N € N tal que x, € A para
todon > N.

Definicion 1.6: Sea X un espacio topologicoy U c X .
Se dice que U es secuencialmente abierto si cualquier
sucesion (xp)nen € X tal que (x)pey —x € U,
esta finalmente en U.

Es claro que todo conjunto abierto (cerrado) es secuen-
cialmente abierto (secuencialmente cerrado). El re-
ciproco no es cierto, es decir; si un conjunto U es se-
cuencialmente abierto no necesariamente U es abierto.

Anélogamente, si un conjunto U es secuen-
cialmente cerrado no necesariamente U es cerrado.
Por ejemplo, el espacio de la funciones Bolerianas

de R en R forma un conjunto
mente

T, —secuencial-
R
cerrado y no es cerrado en (R®, 7,).

Teorema 1.7: Un espacio topolégico X es secuencial, si
y s6lo si, todo subconjunto secuencialmente abierto es
abierto.

Demostracion: Sea U < X secuencialmente abierto.
Probemos que X \ U es cerrado. Supongamos lo  con-
trario, es decir; X \ U no es cerrado. Por hipoétesis,
existe una sucesion (xp)neny € (X \U) tal que
(X dneny —m x EX\U)\ (X\U). De esta manera,
obtenemos que (x,)nen € U, en particular (x,),en
no esta finalmente en U,y ademas x € U . Esto con-
tradice que U es secuencialmente abierto y por
consiguiente X \ U es cerrado. Ahora, probemos el re-

ciproco del Teorema. Para ello, utilicemos la pro-
posicion XXX.SeaA < XconA # A.De esta manera,
X \ A no es abierto y, por hipétesis tampoco es se-

cuencialmente abierto. De aqui se desprende que existe
una sucesion (X, )neny € X con (X )pney — X €X'\
Ay que no esta finalmente en X \ A, es decir; la suce-
sSion (x,), ey €sta finalmente en 4. Asi que, existe un
N € N tal que (x,), >y €A.Delo anterior,
concluimos que x € A \ Ay por lo tanto, el espacio X
es secuencial. m

Para finalizar esta sesion definiré dos espacios que son
secuenciales.

Definicion 1.8 (Espacio Arens)
Consideremos el siguiente conjunto:

X = {p}U{(n):n € N}U{(n,m): n,m € N}.

La Fig.1. Muestra graficamente el espacio Arens.

dany o1} i, {1, {1,m} {m, 0% {n,m}

Fig. 1. Espacio Arens
Definamos la siguiente topologia T sobre el conjunto

X :Unconjunto A € X es abierto si:

1. @ € A entonces, existe n, tal que para todo n >
n, se tiene que (n) € A.
2. (n) € A entonces, existe k, tal que paratodo k >

k, se tiene que (n, k) € A.
3. Los puntos (n, m) son aislados.

Llamaremos al espacio topoldgico (X,t) espacio de
Arens y lo denotaremos con S,.

Caractericemos las sucesiones convergentes de Espacio
Arens. Sea (t;);cy € S, unasucesion tal que: t; — t
entonces, debe ocurrir lo siguiente:

1. Si t={@} entonces, existe n, € N tal que t, €
{(n):n eN}paratodol = n,

2. Si t = (n) entonces, existe my; € N tal que t; €
{(n,m): m e N}paratodol = m,

3. Si t=(n,m) entonces, t; es eventualmente
constante.
Es de resaltar que S, no es un espacio primero nu-

merable. S, es un espacio Hausdorff.
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Definicion 1.9 (Espacio Abanico secuencial)
Consideremos el siguiente conjunto: X = N x NU{oo},
es decir; los pares ordenados de nimeros naturales
junto con un punto mas que Ilamaremos co.

En la Fig.2. Podemos observar graficamente el espacio
abanico secuencial:

..I:.'I.n'.ll:l

Lk

1 2 3 4 n
Fig. 2. Espacio Abanico secuencial

Ahora, definiremos una topologia T sobre X :

1. Los puntos N x N son aislados.
2. Lospuntos de laforma: Us = {(n.m) € Nx N:

m > f(n)} U{eo}. Donde f € NN son abiertos.

En la Fig.3. Se muestra graficamente como luce un con-
junto Uy (son todos los pares ordenados que estan por

encima del gréfico):

e - [, m)

1 2 3 4 n

Fig. 3. Conjunto T abierto sobre X.

Al par ordenado (N x NU{o}, ) lo llamaremos  es-
pacio abanico secuencial y lo denotaremos con S(w).

Antes de enunciar el siguiente lema, definamos una sec-
cion en el abanico a una linea vertical, es decir; para un
n € N fijo consideramos los pares (n,m ) para todo

m € N. Esto nos permite tener una idea mas clara de
una sucesion convergente en S(w).

Lema1.10SeaS S N X N. § es una sucesion con-
vergente a {co} si y solo si, existe n € N tal que § <
{1121.‘.111’} X N

Demostracion:
Es de resaltar que: S(w) es un espacio Hausdorffy Fré-
chet.

2 Topologia de la Correflexion Secuencial
Definicion 2.1 Sea (X, T) un espacio topologico, con-
sideremos o, la coleccion de todos los conjuntos
T —secuencialmente abiertos.

Lema 2.2 o, es una topologia.

Demostracion:

1. @y X estan en a,. Como @ y X son T —abiertos
entonces, @ y X son T —secuencialmente abiertos
(Todo abierto es secuencialmente abierto).

2. Sea{U,} una familia indizada de elementos de o .
Probemos que UU, pertenece a a,. Consideremos
(x;)n ey Una sucesién en X tal que: x, > x yx €
U U,. Probaremos que hay una cola de la  suce-
sion (xXp), ey €N U U,,. En efecto, puesto que x €
U U, entonces x € U;, paraalguni € N. Por hi-
potesis tenemos que U; es secuencialmente abierto,
asi existe ny € N tal que (x,,) € U;, para todo
n > ny. En consecuencia x, € U U,, para todo
n > n,. Por tanto, se tiene que U U, € a,.

3. Sean U,,--, U, elementos de &,. Probemos que
N U; estd en a,. Lo cual es equivalente a probar
que NU; es T—secuencialmente abierto. En
efecto, sea (x;,) ey UNa sucesion en X tal que x,, -
xyx € NU;.Comox €N U,;entonces, x estd en
cada uno de los U;, para i = 1,---,m. Ademas,
cada U; es T —secuencialmente abierto, en conse-
cuencia existen n; € N tal que (x,) € U;, para
todon=n;coni=1,--,m. Considere-
mos ny = max{n;:i =1,---,m}, luego (x,) €
U; para todo n >ny e i =1,---,m. Por ende,
(x,) € NU; paratodo n = n, y por lo tanto N U;
es T —secuencialmente abierto. m

A o, la llamaremos la topologia de la correflexion  se-
cuencial y (X, a,) lo llamaremos espacio topolégico de
la correflexion secuencial. Muchas veces al espacio
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(X, o,) lo denotaremos con aX, siempre y cuando esto
no se preste a confusion.

Podemaos observar que la topologia o, es mas fina que la
topologia t, es decir T € o. El siguiente lema muestra
que las dos topologias T y o, tienen las mismas sucesio-
nes convergentes.

Lema 2.3 (X, 1)y (X, a,) poseen las mismas sucesiones
convergentes.

Demostracion:
1. Puesto que T <& o, entonces, toda sucesién
o, —convergente es T —convergente.

2. Ahora, probemos que toda sucesion T —Con-
vergente es a, —convergente. En efecto, sea
(X, )neny UNa sucesion T —convergente a x € X y
consideremos U € o, tal que x € U.Puesto que U
es T —secuencialmente abierto entonces, cualquier
sucesion en X que converja a x € U se tiene que
existe n, € N tal que la sucesion esta en U a partir
de ny, es decir (x,) € U para todo n = n,. Por
tanto, (x,) es una sucesion @, —convergente. m

Si una topologia es més fina que otra, es decir T < p
entonces, sus respectivas correflexioneso,y o, man-
tiene lainclusion (o, < a,). Lo cual implicaque o, es
mas fina o.

Lema 2.4 Sean T y p dos topologias sobre el conjunto
X.Sit € pentonces, o, € 0,
Demostracion: Sea A € o, lo cual significa que A es
T —secuencialmente abierto. Probemos que A es p —se-
cuencialmente abierto. Consideremos (x,,)ney P —CON-
vergente a x € A, por el lema 2.3 se tiene que (X,)nen
T —convergente a x € A. Asi, existe ny € N tal que
(X;)nen € A para todo n > ny. Esto muestra que 4 es
p —secuencialmente abierto. Por lo tanto, A € 0,. m

Teorema 2.5 (X, o) €s un espacio secuencial.

Demostracién: Sea U un conjunto o, —Se-
cuencialmente abierto, probemos que U € o,. En
efecto, sea x € U. Como U es un conjunto g, —se-
cuencialmente abierto entonces, cualquier sucesion

(x)nen perteneciente a X que es o, —convergente
a x € U se tiene que existe una cola de la sucesién en U.
Por el lema 2.3 se tiene que la sucesion (x,,)nen €S
T —convergente a x, en consecuencia existe
ny € N tal que (x;,)n>n, sta en U. Acabamos de probar

gue U es un conjunto T —secuencialmente
abierto. Por otro lado, recordemos que los conjuntos
T —secuencialmente abiertos son los abiertos de o,. Por
lotantoU € o,. m

Otra manera de probar que un espacio topolégico es se-
cuencial es la siguiente:

Corolario 2.6 Sea T una topologia sobre X. T es se-
cuencial si y sélo si T = 0.

Demostracion:

1. Supongamos que T es secuencial. Probemos que
T = 0,. Claramente T € o¢,. Ahora nos hace falta
probarque o, € 7.SeaU € o, en consecuencia U
es T —secuencialmente abierto. Ahora bien, como
T es secuencial y U es T —secuencialmente abierto
entonces, U € 7. Por lotanto o, € 7.

2. La prueba del reciproco se desprende del teorema
2.5. Pues, o, es secuencialy T = g,. m

La topologia de la correflexion secuencial es la menor
topologia secuencial que contiene a t.

Corolario 2.7 Sean Ty p dos topologias sobre el  con-
junto X.Sit S py p essecuencial entonces, a, S p

Demostracion: Consideremos Ty p dos topologias so-
bre el conjunto X tales que T S p y p es secuencial.
Puesto que la topologia p es mas fina que la topologia
T, es decir; T S p entonces, por el lema 2.4 tenemos
que o, S o, Por otro lado, sabemos que la topologia
p es secuencial asi, por el corolario 1.6 tenemos que
g, = p. Finalmente, se tiene que o, < g, = p. Por lo
tanto, o0, S p. W

3 Espacio Peine

Con-

Definicion 3.1 Sea (X, T) un espacio topologico.
sideremos el subespacio de X formado por:

P = {x}U{x,, : n € N} U{x,un,m € N}

Donde (Xpm)nmen SON sucesiones en (X, t) tales que
lim x,,, = x,, paratodon € Nconx,,,, # x,. Ade-

m— oo

mas, (x,)nen €S también una sucesiéon convergente a
x € Xconx, #x, paratodon € N. Al subespacio P
lo Ilamaremaos espacio peine:

En la fig. 4 se muestra graficamente como luce un espa-
cio peine.
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Kram Ky NEm X2 Nilam
- . - - -
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- - -
- - -
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" - -
Eeme W is= - - - -
x X Xa X3 X3 Xy

Fig.4. Espacio Peine.

Llamaremos una diagonal en un peine P € X, auna Su-
cesién (xnim) gue converge a x, con n; estrictamente
creciente. Dicha sucesion de puntos puede lucir como los
puntos “marcados” con color azul en la Fig5 siguiente.

K Kips X5m Xrew Xilm

. - - - -

" - - - -

-

- - -

- - -

- & -

- -

-
-

D 5 H
P ass - - L] L]
x Xy X4 X3 T Xj

Fig.5. Diagonal de un espacio peine.

Ejemplo 3.2 El espacio Arens (S5) es un peine sin dia-
gonales.

Lema 3.3 Dado un espacio X, X es homeomorfo a S,
si y s6lo si, X es un peine sin diagonales.

Demostracion: Supongamos que X es homeomorfo a
S,.Como X y X tienen las mismas sucesiones  con-
vergentes y S, es un peine sin diagonales entonces, X es
un peine sin diagonales.

Ahora, supongamos que X ={x}U{x,:n €
N} U{x,;,: n,m € N} es un peine sin diagonales, bajo
las mismas condiciones presentadas en la definiciéon 3.1.
Puesto que X y aX poseen las mismas sucesiones con-
vergentes entonces, aX también es un peine sin diago-

nales. Por otro lado, sabemos que oX es secuen-
cial y S, es un peine secuencial sin diagonales. Por ende,
podemos definir el siguiente homeomorfismo
F:0X - S,

F(xnm) = (n,m)
F(x,) = (n)
F(x)=9

Claramente F es inyectiva. Ademas, F envia sucesiones
convergentes en sucesiones convergentes. Por tanto, F
es continua. Por Gltimo, sucesiones convergentes en S,
provienen de sucesiones convergentes en aX, por tanto
F~1es continua. m

Definicion 3.4 Consideremos un espacio topologico
(X, ) y A < X. Definimos el operador secuencial
como:

A©® = 4 (D
A(l):{x EX:x=limx, A x, EA} (2)
n

Y para B ordinal limite
AB = Ua</;A(“) 3)

Cuando este operador secuencial se estabiliza, es decir;
el menor ordinal B tal que A®+V = A® diremos que la
clausura secuencial de A en X es:

CL(A) = UgepAd™@ (9

La clausura de A en (X,o,) la denotaremos como
Cl,x(A) ocon Cl,(A) siempre y cuando no se preste a
confusion. Ademas, denotaremos con CI3,(A) a la clau-
sura secuencial del conjunto A4 con la topologia de la co-
rreflexion secuencial.

Sabemos que un espacio X es Fréchet si, para cualquier
x € Cly(A) existe una sucesion en A convergiendo a x.

El espacio de Arens (S,) no es Fréchet, en con-
secuencia ningun espacio Fréchet contiene una  copia
de S,. Analizaremos este hecho con dete-

nimiento. Un espacio X contiene una copia de Y, si existe
Z < X tal que Z es homeomorfoa Y.

Lema 3.5 Sea X un espacio topoldgico. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. oX esun espacio Fréchet,
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2. Cl,(A) =AW paracada 4 c X,
3. AWM es secuencialmente cerrado en X para cada
A cX

Demostracion:

(1 = 2)Supongamos que aX es un espacio Fréchet y
consideremos A < X. Verifiquemos que Cl,(4) € AW,
En efecto, sea x € Cl,(A), puesto que oX es Fréchet
entonces, existe una sucesion (x,),cy € A tal que
(X)nen €5 0, convergente a x. Por el Lema 2.3 se tiene
que (xp)nen €S T convergente a x. En conse-
cuencia x € A®M. Ahora verifiquemos que A® c
Cl,(A). Sea x € AW, asi existe una sucesion
(X)nen € A tal que (x,,),en €5 T COnvergente a x. En
consecuencia la sucesion (x,)ney €5 0, CONvergente a
x. Por tanto, x € Cl;(A).

(2 = 3)SeaA < X, probemos que AD es se-
cuencialmente cerrado en X. En efecto, sea (x;,)nen €
AD tal que (x,),en €S T CONvVergente a x, en conse-
cuencia (x,)nen €S 0, convergente a x. De la hipétesis
se tiene que (xp)neny € Cly(A) por ende x € Cl (A).
Por tanto, x € AW

(3 = 1) Afirmamos que AM = CI54(A), para todo
A < X con AM secuencialmente cerrado. La afir-
macion permite demostrar que e X es un espacio Fréchet.
En efecto, sea A € Xy x € Cl,x(A). Puesto que aX
es un espacio secuencial entonces, se tiene que
Cl,x(A) = CE4(A). Asi, se tiene que X €
Cl,x(A) = CIx(A) = A, Por ende, existe una suce-
sion (x,)nen € A tal que x,, — x. Por tanto, X es un
espacio Fréchet.

Ahora, demostraremos la afirmacion (A®V = CI5x(A),
paratodo A < X con A™ secuencialmente cerrado).
Verifiqguemos que A® < CI4(A), para todo A € X.
Sea x € AW, asi existe una sucesion (x,)pey EA T
convergente a x. Por ende, la sucesion (x;)ney € 4 0,
convergente a x. Puesto que x es el limitedeuna  su-
cesién a, convergente en A entonces, se tiene que x €
CI4(A).

Seguidamente, demostraremos que CISy(4) € AW,
para todo A € X. Puesto que CEE4x(A)=N{B:A <
B y B secuencialmente cerrado}, A € AV y
A es secuencialmente cerrado entonces, se tiene cla-
ramente la inclusion. m

El siguiente Teorema (Lin 1997), solo presenta la
prueba (3 = 1), presentaremos la demostracion
completa.

Teorema 3.6 Sea X un espacio topoldgico. Las Si-
guientes afirmaciones son equivalentes:

1. X esun espacio Fréchet,

2. Cualquier peine de X tiene una diagonal,

3. X no contiene ningln subespacio que tiene a S,
como su correflexion secuencial.

Demostracion:

1 =>2)SeaP ={x}U{x,:n € N}U{x,un,m €
N} < oX unpeine, probemos que P tiene una dia-
gonal. En efecto, tomemos A < P tal que A=
{xnm : m,m € N} Luego, tenemos que x € Cl,(4).
Por otro lado, de la hipétesis tenemos que X es  Fré-
chet, asi existe una sucesion (y;); ¢y €n A tal que: y; —
x. Esto implica que la sucesion (y;) intersecta a cada su-
cesion (X,m)m €N una cantidad finita de puntos, pues de
lo contrario la sucesion (y;) estaria, para un n fijo, en la
sucesion (X,,,)m- ESto no puede ocurrir ya que x,,,, —
x, Y acabamos de decir que y; — x. En consecuencia,
podemos construir una subsucesion (x,,,,) de la
sucesion (y;) conn; estrictamente creciente,
tal que x,,,, — x. Por lo tanto, P tiene una diagonal.

(2 = 3) Laprueba la haremos por reduccioén al ab-
surdo.

Sea P un subespacio de X tal que oP es homeomorfo a
S,. Puesto que S, es un peine sin diagonales y P es
homeomorfo a S, entonces, aP es un peine sin dia-
gonales. Asi, esta suposicion trae como conse-
cuencia, una contradiccion con la hipdtesis, ya que todo
peine de X tiene una diagonal.

(3 = 1) Probemos (=1 = =3)

Supongamos que aX no es Fréchet. Por el Lema 3.5
existe un subconjunto A de X tal que: A™® no es ce-
rrado en oX. En vista que X es secuencial, existe una
sucesion (x,), ey en AW convergiendo ax € X\AW.,
Podemos asumir que los x,, son todos distintos y
x, & A.Por otro lado, como X es T, entonces,
podemos considerar {V,,} una sucesién de subconjuntos
abiertos dos a dos disjuntos de X tal que: x,, € V,, para
todo n € N. Ahora bien, para cada n € N existe una
sucesion (Xp;m)m EANV, convergiendo a x,.
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Sea
C = {x}U{x, : n € N} U{x,,:n,m € N}

Claramente C es un peine de x en X. Por el item (3) se
tiene que o€ no es homeomorfo a S,. Asi, por el lema
3.3, C tiene una diagonal. Sea (y;)xey Una diagonal en
C que converge ay € C. Siy # x entonces, existe i €
N tal que: y € V,;. Asi, existe k, € N tal que: y, € V;
paratodo k > k,, el cual esuna contradiccion.
Luego, C tiene una diagonal convergiendo a
x, porende x € AW, el cual también es una contradic-
cion. Por lo tanto, 6X es Fréchet. m

La siguiente terminologia proviene del aleman. “G”
viene de Gebiet que significa conjunto abierto y la “&§ ”
de Durchschnitt que significa interseccion.

Definicion 3.7 Un punto x de un espacio X es llamado
G5 regular, si existe una sucesion de vecindades de x en
X tal que la interseccion de sus clausuras es {x}.

Teorema 3.8 Sea (X,T) un espacio topoldgico. Si
(X, ) es Hausdorsff y numerable entonces, cada punto
del espacio X es G regular.

Demostracion: Sea {x,:n € N} una enumeracion de
(X, 7). Consideremos x € X, probemos que x es G4 re-
gular. Sin pérdida de generalidad supongamos que x =
x,. Puesto que (X, T) es Hausdorff entonces, existen
abiertos Uy y V, de xq y x4, respectivamente, tal que
UoNVy = 0. Asi, separamos x, de x;. Ahora bien, si
x, € V,. Tenemos que ya existen los abiertos disjuntos
de x¢ y x, que separan a los puntos mencionados.
En caso contrario, si x, € V, entonces, como (X, T) es
Hausdorff, existen abiertos U; y V4 de xy Y x5, respec-
tivamente, tal que U; NV, = @. Consideremos
W,=U,y W, =UyN U, abiertos de x, tales que x;
Y x5 no estan en W, ni en W,. Ademas, cabe destacar
que x; Y x5 no estan en Wy, ni en Wy, pues si x; €
W, entonces, Vo N W, # @, esto produce una contra-
diccion. Por otro lado, si x; € W, entonces,
ViNW;# @, lo cual también nos lleva a una
contradiccion. Analogamente, se demuestra que x, no
esta en Wy nien W,.

Ahora bien, supongamos que para los primeros (n — 1)
puntos del espacio X, segin la enumeracién antes men-
cionada, hemos encontrado abiertos tales que x, €
W,_1, x;, € Viyx; & W,_;paratodoi=1,..,(n—
1). Consideremos x, y x,, sin pérdida de generalidad

supondremos que x, & V,paratodo n=0,1,..,n—
1. Como (X, ) es Hausdorff, se tiene que existen abier-
tos disjuntos U,y V, dexq,yx,  respectivamente.

Luego, consideremos Xg€E W, =
Uy, NU; N--NU,,elcual es una vecidad de x,. Ade-
mas, ningin x; con i = 1,2,---,n estd en W,,. Fi-

nalmente, hemos encontrado una sucesién {W,} de ve-
cindades de xg,con W,,., € W, y tal que {x,} =
{W_,:n €N }.Porlotanto, x, €s G5 regular. m

El teorema anterior permite demostrar que los Si-
guientes ejemplos son espacios en los cuales cada punto
es G5 regular.

Ejemplo 3.9 Todos los puntos del espacio de Arens S,
son Gs regular. Pues, S, es Hausdorff y numerable.

Ejemplo 3.10 Todos los puntos del espacio abanico se-
cuencial S(w) son G regular. Pues, S(w) es Hausdorff
y numerable.

Ejemplo 3.11 Todos los puntos del espacio Arkhan-
gel’ski-Franklin son G4 regular.

No conozco un espacio topologico X en el cual un
punto no sea Gg regular. Sospecho que el espacio
formado por las funciones continuas de R en R no es
G5 regular. Por ende, dejo abierta esta pregunta.

Lema 3.12 (Lin 1997) Sea X un espacio en el cual cada
punto es Gg regular. Si X no contiene ningun sub-
espacio cerrado Y tal que a¥ es homeomorfoa$, en-
tonces, g X es un espacio Fréchet.

Demostracidon: Por el teorema 3.6 solo necesitamos pro-
bar: Si X contiene un subespacio S tal que a$ es homeo-
morfo a S, entonces, S contiene un subespacio cerrado
T de X tal que 6T es homeomorfo a S,.

Sea
S = {x}U{x,, : n € N} U{x,:n,m € N}

Consideremos una sucesion {Gs} de vecindades
abiertas de x en X tal que Gy € G y {x} =
N{Cl(Gy): k € N }. Puesto que lasucesion {x,}  con-
verge a x, existe una subsucesion {x,, } de {x,} tal que
Xn, € Gy. Ahora bien, la sucesion {xnkm}m con-
verge a x,, paratodom € N, asi existe un m; €N
tal que x,, ;m, € Gy param = my.

Ahora, sea
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T = {x} U{xnk 1k

€ N} U{xnkm:k EN,mMm > mk}

Claramente T es un peine sin diagonales, ademas T es
cerrado. En efecto, si p € X\ T entonces, p € X \
Cl(Gg), paraalgin k € N. Ahora bien, consideramos

F={x,:i <k} U{xnim:i <k,m > m}

El cual es compacto en X . Luego, existe una vecindad
W que contiene ap tal que W N F = @, asi W N(X \
Cl(Gk)) NT = @ .En consecuencia, T es cerradoen X .
Por el lema 3.3 se tiene que aT es homeomorfo a S5,
pues T es un abanico sin diagonales. m

Cabe destacar que el siguiente corolario no presenta de-
mostracion en (Lin 1997), ya que el autor dice antes de
mencionar el corolario que la demostracion se des-
prende del hecho que: todo subespacio cerrado de un es-
pacio secuencial es secuencial. En este articulo hago la
siguiente observacion, me parece que en la  hipdtesis
del corolario hace falta pedirle al espacio X que sea se-
cuencial pues, sino no tiene sentido la observacion
que hace S. Lin antes de enunciar el corolario.
Presentare el enunciado del corolario como pienso es
correcto.

Corolario 3.13 Sea X un espacio topologico secuencial
en el cual cada punto es G4 regular. Si X contiene una
copia de S, entonces, X contiene una copia cerrada de
S,.

Demostracion: Supongamos que X es un espacio  to-
poldgico secuencial en el cual cada punto es G re-
gular y X tiene una copia de S,, probemos que la  copia
de S, es cerrada. Puesto que X y X poseen las misma
sucesiones convergentes entonces, se tiene que aX tiene
una copia de S,. Esto implica a la vez que X no es Fré-
chet. Por el contra reciproco del Lema 3.12, existe Y <
X cerrado tal que oY =~ §,. Por otro lado, sabemos que
X essecuencialy Y < X cerrado  entonces, tenemos
que Y es secuencial. Finalmente, por el corolario 2.6 se
tiene que Y = Y. Por lo tanto, la copia de S, es cerrada.
]

No conozco un ejemplo de un espacio que contenga co-
pias de S, pero, no contenga copias cerradas. Pre-
sentare, sin mucho detalle, dos ejemplos que  muestran
lo dicho anteriormente. Un espacio topoldgico

X es completamente metrizable, si este  admite una
métrica d tal que (X, d) es completo. Ademas, un espa-
cio completamente metrizable separable es llamado
polaco. R es un espacio polaco y Q es un ejemplo de un
espacio que no es polaco.

En (Alexander 1994) muestran lo siguiente: Si ¥ c X,
X polaco e Y cerrado entonces, Y es polaco. Asi, el pri-
mer ejemplo es:

Ejemplo 3.14 Todo espacio polaco no numerable
contiene una copia de Q , pero no contiene una copia ce-
rrada de Q. Consideremos, @ € Ry R polaco. Si su-
ponemos que R posee una copia cerrada de Q en-
tonces, la copia de @ es un polaco. Esto genera una
contradiccion pues, @ no es un polaco.

Para construir el otro ejemplo debemos recordar el
Teorema de Hurewiez (Alexander 1994)

Teorema 3.15 (Teorema de Hurewiez) Sea X un es-
pacio polaco. X Contiene una copia cerrada de R \ Q si
y s6lo si, X no es unioén numerable de compactos.

Ejemplo3.16 R = U,,[—n,n], por el Teoremade Hu-
rewiez se tiene que R no contiene una copia cerrada de

R\ Q.
4 Espacio Abanico

Definicion 4.1 Sea (X, T) un espacio topoldgico. Con-

sideremos el subespacio de X formado por:

S ={x} U{xnm:n,m € N}
Donde (Xpm)men SON sucesiones en X convergentes a
x €X, para todo n € N. Ademas, x,,, # Xy, para
todon #1 € N. Al subespacio S lo [lamaremos  es-
pacio abanico.

En la fig. 6 se muestra graficamente como luce el es-
pacio abanico:
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G~ es continua. En efecto, las sucesiones conver-
gentes en S(w) provienen de sucesiones conver-

Fig.6. Espacio Abanico.

Una diagonal en un espacio abanico S es una su-
cesion (x,,m,) € S que convergeax € Sy tal que n; es
estrictamente creciente paratodon; € N.

Ejemplo 4.2 S(w) es un abanico sin diagonales. Por el
lema 1.10 no se puede construir una sucesion que in-
tersecte infinitas secciones verticales y que converja al
punto oo, por lo tanto, S(w) es un abanico sin dia-
gonales.

Lema 4.3 Sea (X, T ) un espacio topolégico. X es ho-
meomorfo a $(w) si y so6lo si, X es un abanico sin dia-
gonales.

Demostracién: Primero supongamos que X es ho-
meomorfo a S(w). Puesto que X y X posee las mismas
sucesiones convergentes y S(w) es un abanico sin dia-
gonales entonces, X es un abanico sin diagonales.

Ahora, supongamos que X = {x} U{x,n:n,m € N} es
un abanico sin diagonales como en la definicién 4.1.
Puesto que, X y X posee las mismas sucesiones  con-
vergentes y X es un abanico sin diagonales enton-
ces, aX es un abanico sin diagonales. Ademas, sabemos
que aX es secuencial y S(w) es un abanico sin dia-
gonales entonces, podemos considerar el siguiente ho-
meomosfismo

G:oX - S(w)
Definido por:
{G(xnm) =(m,m)
G(x) =

Claramente, se tiene que G es inyectiva. Ademas, es con-
tinua aplicando el Lema XXX. Nos resta demostrar que

gentes en aX. Por tanto, aX es homeomorfo a S(w). m

Lema 4.4 Supongamos que X contiene un abanico S en
un punto x sin diagonales que converjan a x. Si x es G
regular en X entonces, S contiene un subespacio  ce-
rrado T de X tal que oT es homeomorfo a S (w).

Demostracion: Sea S = {x} U{x,,,,: n,m € N} donde
las sucesiones {x,,;; },, COnvergen a x, para cadan € N.
Como x es Gg regular entonces, existe una sucesion
{w..} de vecindades abiertas de x en X tal que {x} =
N{Cl(W,)}. Ahora bien, para cada n € N, existe
m(1, n) €N cON X, m1ny € Whyq . Consideremos
Dy = {Xpmam:n € N} y V; =X \ D; entonces,
cualquier subsucesion de D4 no converge a x . Asi, V4
es un conjunto secuencialmente abierto que contiene a
x . Por induccion construiremos D; = {Xpm(in:n € N}
y Vi=X\(D;UD,;U--UD;) tal que X,mir1n) €
Waiiva NV;ym(i,n) <m(i+1,n); paracadai €
N. Asi, la sucesion {Xmn:i € N} converge a x para
cadan € NY Xpm(in) € Wi,Sin+i=k.

Sea

T = {x} U{xn m(in)" iin € N}

Por construccion T es un abanico sin diagonales. Ade-
mas, T es cerrado.En efecto, T \ W, es finito para cada
k € N.Enconsecuencia, p € Cl(W,) con p un punto
de acumulacion de T en X. Por lo tanto, p = x, es decir;
x es el Unico punto de acumulacion de T. Por el Lema
3.3 oT es homeomorfo a S(w) pues, T es un abanico
sin diagonales. m

Finalizaremos este articulo presentando la de-
mostracion del siguiente corolario:

Corolario 4.5 Sea (X, ) un espacio topologico en el
cual cada punto es G4 regular. Si (X,t) contiene una
copia de S(w) entonces, X contiene una copia cerrada
de S(w).

Demostracién: Sea (X, ) un espacio topologico en el
cual cada punto es G4 regular. Supongamos que (X, T)
contiene un subespacio S tal que S ~ S(w). Como S ~
S(w) y S(w) es un abanico sin diagonales en-
tonces, S es un abanico sin diagonales, ademas por hip6-
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tesis cada punto es G regular. Por el Lema 4.4, S con-
tiene un subespacio cerrado T de X tal que 6T = S(w).
Por otro lado, ya que S es secuencialy T < S cerrado
entonces, T es secuencial. En consecuencia, por el coro-
lario 2.6 tenemos que 6T = T. Asi se obtiene que oT es
cerrado. Por lo tanto, (X, ) contiene una copia cerrada
de S(w). m

Preguntas:
1. ¢Cada punto de C,(X) es G5 —regular?
2. ¢El cuadrado de S(w) es secuencial?
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