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Resumen

En este articulo aplicamos el caos polinomial a algunas ecuaciones diferenciales aleatorias que surgen en modelos mate-
maticos que provienen de muchas ramas de las ciencias e ingenieria. Esta aleatoriedad puede venir dada por errores en
medidas o incertidumbre intrinseca 0 ambas. El caos polinomial est4 basado en el caos de Askey los cuales forman una ba-

se completa en el espacio de Hilbert de las funciones cuadraticamente integrables L2(C) En este trabajo aplicamos el caos
polinomial para resolver las ecuaciones diferenciales aleatorias exponencial, logistica y una de Riccati. Los polinomios de
Hermite son usados debido a su conveniencia cuando se asume que los parametros aleatorios siguen una distribucion
gaussiana. Los resultados numéricos muestran los intervalos de confianza y valores esperados para las soluciones. Estos
resultados muestran la efectividad y confiabilidad del método. Adicionalmente, comparamos los resultados numéricos del
caos polinomial con los del método de Monte Carlo.

Palabras clave: Ecuaciones diferenciales aleatorias, Método de Monte Carlo, caos polinomial, caos de Askey.

Abstract

In this paper we apply polynomial chaos to some random ordinary differential equations that arise in mathematical models
from many fields of science and engineering. The randomness may come from errors in measurements, intrinsic variability
or both. Polynomial chaoses are based on the Askey chaos that forms a complete basis on the Hilbert Space of square inte-

grable L£:(0 functions. Here we apply polynomial chaos to the exponential, logistic and Riccati random ordinary differen-
tial equations. Hermite orthogonal polynomials are used because these are more convenient when the random inputs are
assumed as Gaussian distributions. Numerical results show confidence intervals and expected mean values for the solution.
These results show the effectiveness and reliability of polynomial chaoses. In addition, we compare numerical results of the
polynomial chaos with the classical Monte Carlo method.

Key words: Random differential equations, Monte Carlo method, polynomial chaos, Askey chaos.

1 Introduccion errores en los datos observados o medidos, las propiedades
del material, la variabilidad de las condiciones y también la

En la mayoria de las aplicaciones de la ingenieria se  incertidumbre o falta de conocimiento. En la realidad, estos

intenta resolver los problemas fisicos convirtiéndolos en
modelos matematicos deterministicos. Esto se puede consi-
derar como una aproximacion un poco tosca de la realidad,
debido a que muchos de los parametros fisicos entre los da-
tos de entrada que describen el problema se fijan a lo largo
del proceso o conversion, es decir, al considerar coeficien-
tes deterministicos se pasan por alto aspectos como los

pardmetros muestran cierta aleatoriedad lo cual en definiti-
va influye sobre el comportamiento de la solucion. Esta
aleatoriedad no se toma en cuenta en el modelo determinis-
tico. Con el propdsito de incluir esta propiedad de incerti-
dumbre en el modelo matematico, se han desarrollado algu-
nos métodos probabilisticos. Junto a las aproximaciones
estadisticas, las cuales utilizan una enorme muestra de nu-
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meros (pseudo-) aleatorios y por tanto se convierten en pro-
cesos costosos, se ha hecho una fuerte investigacion sobre
las aproximaciones no estadisticas (deterministicas). Re-
cientemente, se ha estado desarrollando un nuevo método
de aproximacion no estadistico, llamado caos polinomial
(Ghanem y Spanos, 1991). Esta aproximacién, basada en
el concepto de Wiener del caos homogéneo (Wiener,
1938), ha probado ser muy eficiente en las aplicaciones de
ingenieria (Ghanem y Spanos, 1991; Stanescu y Chen-
Charpentier, 2009). Aqui, el término caos, propuesto por
Wiener, se refiere a la aleatoriedad (como por ejemplo, la
que se observa en la teoria estadistica de un gas) y no se
debe confundir con el concepto de teoria del caos relacio-
nado a los sistemas dindmicos no lineales, en el cual el tér-
mino caos fue usado por Yorke sélo 37 afios después (Li y
Yorke, 1975). La base tedrica de la aproximacion por caos
polinomial esta basada en las conclusiones de Cameron y
Martin (Cameron y Martin, 1947), en la que una expansion

del caos polinomial converge en algin funcional L*(C) en

el sentido L*(C) (f (£, — £)* = 03, donde C es el espacio
de funciones reales las cuales son continuas en el intervalo

[0,1] y se anulan en 0. En el contexto de los procesos esto-
casticos, esto implica que cada proceso estocastico con
momento de segundo orden finito se puede representar por
una expansion del caos polinomial (infinita). La forma ori-
ginal del caos polinomial es una expansion espectral basada
en los polinomios de Hermite ortogonales en términos de
variables aleatorias gaussianas y utilizando coeficientes de-
terministicos. Sin embargo, al utilizar esta forma original, la
convergencia 6ptima se consigue sélo cuando se trabaja con
procesos estocasticos gaussianos.

Para obtener una convergencia éptima para procesos
estocasticos mas generales, Xiu y Karniadakis extendieron
esta aproximacién en un esquema mas amplio llamado el
caos polinomial generalizado (Xiu y Karniadakis, 2002). En
este esquema se utiliza la conexién cerrada entre las fun-
ciones de probabilidad de ciertas variables aleatorias y la
funcién de peso en la relacion de ortogonalidad de ciertos
polinomios ortogonales para representar los procesos no
gaussianos. Con mas exactitud, se ha logrado que las ex-
pansiones espectrales basadas en los polinomios ortogona-
les del esquema Askey (Koekoek y Swarttouw, 1998) en
términos de la variable aleatoria correspondiente, escogida
de acuerdo a la funcién de peso de los polinomios, puedan
ser empleadas eficientemente para representar un amplio
rango de distribuciones “estandar”. Esto implica que la
convergencia éptima se pueda lograr para procesos caracte-
rizados por la distribucion uniforme, Gamma y Beta (Mood
y cols., 1950).

Las ecuaciones diferenciales con coeficientes aleato-
rios se utilizan como modelos en muchas aplicaciones. En
muchos casos éstas describen de mejor manera el compor-
tamiento real en comparacion con las ecuaciones con coefi-
cientes deterministicos.

2 Caos polinomial y el método de Monte Carlo

2.1 Polinomios ortogonales hipergeométricos en el esque-
ma Askey

La teoria de polinomios ortogonales es relativamente
solida y se han dedicado diversos libros a su estudio
(Szegd, 1939; Beckmann, 1973; Chihara, 1978). Los traba-
jos mas recientes demuestran que una importante clase de
polinomios ortogonales pertenecen al esquema de Askey de
los polinomios hipergeométricos (Askey y Wilson, 1985).
En esta seccion, se hara un breve repaso de la teoria de po-
linomios ortogonales hipergeométricos.

2.1.1 Series hipergeométricas generalizadas

Se introduce el simbolo de Pochhammer ()= definido
por

_Il sin=10
@ =1ala+ D w(a+n+1) sin=1.23..

En términos de la funcién Gamma se tiene

_[la+n)

(&), = . n=0,

[(a) @)

Las series hipergeométricas generalizadas e se ex-
presan como

N (adi (ag)i 2
Pty s triby e b 2) = )5 0y B

3)

donde &: F 0. =L —=2... para 1 = L5 y asi se asegura
que los denominadores en la serie nunca sean cero. El radio

de convergencia P de la serie hipergeométrica es

o sir=s+1,
p=11 sir=s+1,
0 sir=sz4+1. 4)

Algunos casos elementales de las series hipergeomé-
tricas son: la serie exponencial ofo y la serie binomial 1Fo,
Si uno de los parametros numeradores %, = 1.-.7 esun
entero negativo, digamos % = ~™ la serie hipergeométrica
(3) termina en el ™-ésimo término y se convierte en un po-
linomio en Z,

==

_ N () (@i 2
bzl = ;m k!

El—n e by
()
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2.1.2 Algunas propiedades de los polinomios ortogonales

Un sistema de polinomios {@=(x).n € M} gonde
@+ (x) es un polinomio de grado exacto ™ y & = 0.1.2...

o/ =0.1.2....N para un entero finito no negativo ¥, es
un sistema ortogonal de polinomios con respecto a alguna

medida positiva real ® si se satisfacen las siguientes rela-
ciones de ortogonalidad:

J‘f?niﬂ'?m(x] dgp(x) = 26,y nm €N,
: (6)

donde ~ es el soporte de la medida @ y cada ™= es una
constante no nula. El sistema se llama ortonormal si

ha =1 Usualmente la medida % tiene una densidad * ()

0 peso W) en un punto *:en el caso discreto. Asi, la rela-
cién (6) se convierte en

[ 0uIQntIWE) dx = K5 mm €,
5

(7
en el caso continuo, o
M
Z Qa{-‘f-]'?w{x.]w{x.] = F!-ﬁ Gpme T E N,
(8)

en el caso discreto, donde es posible considerar M=o
2.1.3 El esquema Askey

El esquema Askey, que se representa como una estruc-
tura de arbol en la Fig. 1, segln (Schoutens, 2000), clasifica
los polinomios ortogonales hipergeométricos e indica el
limite de las relaciones entre ellos. El “arbol” se inicia con
los polinomios de Wilson y los de Racah en la parte supe-

rior. Ambos pertenecen a la clase +f2 de los polinomios
ortogonales hipergeométricos dados por (5). Los polino-
mios de Wilson son continuos mientras que los de Racah
son discretos. Las lineas que conectan los diferentes poli-
nomios denotan las relaciones de transicién limite entre
ellos, lo que implica que los polinomios en el extremo
inferior de las lineas se pueden obtener tomando el limite
de uno de los parametros de sus contrapartes en el extremo
superior. Por ejemplo, la relacion limite entre los polino-

(a8
mios de Jacobi ) y los de Hermite Hy(x) g
Hp(x)
2"n! 9)

i [ X
lim g~ 420 Pr!'n'“:' (—] =

—
Gi—s=e Ao

y entre y entre los polinomios de Meixer My (x: B.c) y los
de Charlier En(¥ 8] gg

Lim M, (.r: B. ] =C,lx; a)

at+g (10)
Los polinomios ortogonales asociados con el polinomio del
caos generalizado, también conocidos como caos de Askey,
comprenden los polinomios de Hermite, Laguerre, Jacobi,
Charlier Meixner, Krawtchouk and Hahn.

Fi4) Wilson Racah

\
| -
i Continuous
A8 %ﬂ:ﬁ'ﬁ'ﬂs “| Hahn Hahn Dual Hahn
Meixner
Fi(2) - Jacobi Meixner Krawtchouk
Pollaczek
WFi(1) Laguerre \ ‘\ Charlier Foll)
\\\
1
\ \
WFol0) Hermite

Fig. 1. El esquema Askey de polinomios ortogonales
2.2 El caos polinomial generalizado

En esta seccidn se introduce el polinomio del caos genera-
lizado a lo largo de la expansion de Karhunen-Loeve (KL),
otra técnica clasica para representar procesos aleatorios.

2.2.1 El caos polinomial de Wiener: caos de Hermite

El polinomio original del caos, también llamado como
caos homogéneo, fue propuesto primordialmente en (Wie-
ner, 1938), alli se emplearon los polinomios de Hermite en
términos de variables gaussianas aleatorias. De acuerdo al
teorema de Cameron y Martin propuesto en (Cameron y
Martin, 1947), se puede aproximar a algin funcional en

L(0) y converge en L:(€) donde € es el espacio de fun-
ciones reales las cuales son continuas en el intervalo [0,1] y
se anulan en 0. Por lo tanto, el caos polinomial proporciona
una manera de expandir procesos aleatorios de segundo or-
den en términos de los polinomios de Hermite. Los proce-
sos aleatorios de segundo orden son procesos con varianza
finita y se aplican a la mayoria de procesos fisicos. Asi, un

proceso aleatorio general de segundo orden X(8) visto co-
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mo una funcion de €, es decir, un evento aleatorio, se puede
expresar en la forma

X = xefo+ ) X, TulE:,(6)) +

I, =1

ZZLI-T" £:,(6), £:,(8)) +

i Z ZI[;I[;IE, I (£,(6), £,08), £,(0)) +

1i;=1 i, (11)

donde I {"rii’ e "rlr} denota los polinomios de Hermite de
orden ™ en término de as variables aleatorias gaussianas

independientes multidimensionales §= {"rfi’ "rln} con
media cero y varianza unitaria. La ecuacién anterior es la
version original del polinomio del caos de Wiener, en la
cual las integrales continuas se reemplazan por sumatorias.
La expresion general del polinomio de Hermite es dada por:

CAF: o, — L2ETE 1 n_ 8% il
n{f'i EL"} i ¢ :]afii"-a-:i-,:e . (12)

El nimero total de términos V= en una expansion de

orden total F que involucra ™ variables aleatorias viene da-
do por

(’n +pl!

Nr_1+P—1+Z H{n —
n:p.

Por conveniencia en la notacién, la ecuacion (11) se
puede escribir de nuevo como

(13)

x(8) = Z x;%; (&),
j=0 (14)

donde existe una correspondencia uno a uno entre las
funciones 1 {"rii’ e "rir} y ®;(£), también entre los coefi-

cientes £J y §i,0 €1, La sumatoria de la ecuacion (11) se
lleva a cabo de acuerdo al orden del polinomio de Hermite,
mientras que en la ecuacién (14) se hace un reconteo ini-
ciando con los polinomios de orden bajo. Para mayor clari-
dad, se muestra la expansion en dos dimensiones segun (11)

¥8) =y + p LU+ 2, L) +
?.’111":':'51:'51] +?.'1:r:':':r:ﬂ:rl:] +l’::r:':':r:~:r:] + - (15)

y segln la forma simplificada (14)

¥} = ypPolE) + 3P (E) +
&, (F) + y 2. (F) +
=xotxfi b e -1+
}.’4{515:]"'}{5{'5::_13"‘"' (16)

Por ejemplo, los primeros seis polinomios de Hermite
en una dimension son:

&, (F) =1,

&, (Fl =¢F,

& (F)=r1-1,
&, (F) = F2 - 3F,

,(f) =4 -6 + 3,
& (§) = F5 — 108° + 15¢,

y para una expansion de segundo orden, los primeros seis
polinomios de Hermite en dos dimensiones son:

Do lf) = ¢pld ) lE;) =1,
$,(5) = ¢, (£ )eo (5] = £,
$,(8) = ¢o(&)e, (5] = £,
€,(8) = ¢, (F e (8, = 51 — 1,
@,(&) = ¢, (5 e, (5] = 5,5,
®:(8) = ¢pE ) (5) =82 - 1.

El polinomio del caos forma una base ortogonal completa
en el espacio de las variables aleatorias gaussianas £2(C),

es decir,
(@, ;) =

L

(@85 17)

donde % es la delta de Kronecker y () s la media del
conjunto, este es el producto interno en el espacio de Hil-
bert de las variables aleatorias gaussianas

. = WiEd
(F@.0@) = [ F@s@w @z s

La funcidn de peso es

wig) =

- 1.-':fT{

4/ ':_’.'I:] n (19)

donde ™ es la dimension de €. Lo que distingue la expan-
sion de Wiener-Hermite de otro posible conjunto de expan-
siones es que estos polinomios son ortogonales con respec-

to a la funcién de peso W& 1a cual tiene la forma de
distribucion de probabilidad gaussiana independiente mul-
tidimensional con varianza unitaria. Se utilizara el término
caos de Hermite de ahora en adelante para denotar los poli-
nomios del caos de Wiener.
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2.2.2 El caos polinomial generalizado: caos de Askey

Para trabajar con més variables aleatorias, se introduce
la expansion del caos polinomial generalizado, el caos de
Askey, como una generalizacion de la expansion original
del caos de Wiener-Hermite. La base de la expansion del
caos de Askey se forma con el conjunto de polinomios or-
togonales del esquema Askey. Asi como en la Seccién
2.2.1, se representa el proceso aleatorio de segundo orden

¥ como

==

X(8) = colo+ ) € 1y(Gi, (6 +

=1

EZE €; I- g, 8D 4 I[EH‘]

Z Z €,6:,C1 03 (G_-.':':E:'J 5i.(8). i, [Ejj +

donde #n (%, -+ i) denota los caos de Askey de orden ™
en términos de las variables aleatorias multidimensionales

¢ =G Enla expansion del caos de Askey, los
polinomios I no estan restrictos a los polinomios de Her-
mite pero en cambio pueden ser cualquier miembro del es-
guema de Askey, como se muestra en la Fig. 1. Nuevamen-
te, por conveniencia en la notacion, se escribe (20) como:

Hu

M

(20)

x(8) = Z &, (),
j=v (21)

donde existe una correspondencia uno a uno entre las fun-

Gy ¥

ciones Tn (g e i(§) , y entre sus coeficientes € y

Eiy+ T, Como los polinomios del esquema Askey for-
man una base completa en el espacio de Hilbert dotado de

sus soportes correspondientes, se puede esperar que cada
caos de Askey converge a algtn funcional £2(€) en L2(C)
en un espacio funcional de Hilbert correspondiente como
un resultado generalizado del teorema de Cameron-Matin
(Cameron y Martin, 1947; Ogura, 1972). La relacion de or-
togonalidad de los polinomios del caos del caos de Askey
toma la forma

J

(%) = (Wi, (22)

donde i es la delta de Kronecker y {» ) denota la media
del conjunto que es el producto interno en el espacio de

Hilbert de las variables &

. = Wigld
(@990 = [ FQa@W o

(0]

(FlD.g@i= Z FgOwW@
i (24)

en el caso discreto. Acd W) es Ia funcién de peso corres-
pondiente a la base de los polinomios del caos de Askey

¥ (Xiu y Karniadakis, 2003). Algunos tipos de polinomios
ortogonales del esquema Askey tienen funciones de peso de
la misma forma que la funcién de probabilidad de ciertos
tipos de distribuciones aleatorias. En la practica se escoge

el tipo de variable independiente ¢ en los polinomios %)
de acuerdo a los tipos de distribucién aleatoria que se mues-
tran en la Tabla 1. Los polinomios del caos de Wiener co-
rresponden al caos de Hermite y es un conjunto del caos de
Askey. Los caos de Hermite, Laguerre y Jacobi son caos
continuos, mientras que los caos de Charlier, Meixner,
Krawtchouk y Hahn son caos discretos. En la Tabla 2 se
presenta la definicion de algunos de los polinomios ya
mencionados.

Tabla 1. Correspondencia entre los polinomios del caos del tipo Wiener-
Askey v los tipos de variables aleatorias (¥ Z © es un entero finito)

Variable aleatoria  Caos Wiener-Askey Soporte
Continua Gaussiana Caos Hermite {—oo,00)
Gamma Caos Laguerre [0, oz}
Beta Caos Jacobi [a &]
Uniforme Caos Legendre [, &]
Discreta Poisson Caos Charlier {0,1,2,..}
Binomial Caos Krawtchouk {0,1,2,...N}
Binomial Caos Meixner R
Negativa 012}
Hipergeométrica Caos Hahn 0,1, 2, v, N}

Tabla 2. Definiciones y propiedades de algunos polinomios ortogonales
importantes del esquema Askey

Polinomio Definicion
; - - R m—1 Iy
Hermite H led = (2007 R | = - i——=|
L+ u 2 x%d
Laguerre Ee) =——= Riln; a4 11
m:
H o P x4 1) ¢ 1—x
Jacobi A=y = —— R |-anta+filiat s T'I
Yy . g
. i . 1~
Charlier L) = K-n-x --)
. g 1
Meixner M lx B8 = F |_r —x; 1___|
Krawtchouk ¥ (x;p N1 = F. [ - ;l_ n=01 .. N

2.3 Método de Monte Carlo

Con el nombre de una famosa ciudad de los casinos y
juegos de azar, el método de Monte Carlo (MC) debe su
nombre a los nimeros aleatorios que se utilizan para des-
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cribir los posibles resultados de las trayectorias de las parti-
culas. El método de Monte Carlo es la técnica clasica y mas
usada para la aproximacion de valores esperados de canti-
dades de interés que dependen de la solucién de ecuaciones
diferenciales con entradas aleatorias. Este algoritmo apro-
xima la esperanza deseada a través de un promedio de
muestras de realizaciones independientes idénticamente dis-
tribuidas. Cuando se resuelven ecuaciones diferenciales con
variables de entradas aleatorias, este método supone hallar
la solucién de una ecuacidn diferencial deterministica para
cada realizacion de los parametros de entrada. Esto hace
que el método sea facil de implementar, el cédigo es reusa-
ble y sencillo de paralelizar. Su error numérico es aproxi-

madamente @(1/YM), donde M es el nimero de realiza-
ciones. La ventaja de utilizar esta aproximacion es que la
tasa de error mostrada previamente no se ve afectada con
respecto al nimero de variables aleatorias en el problema,
haciendo al método bastante atractivo a la hora de resolver
problemas con entradas aleatorias de dimensiones grandes.

El uso méas comun de los métodos de Monte Carlo es
en la evaluacién de integrales multidimensionales. Conside-
re la primera aproximacién de una integral obtenida de la
regla trapezoidal.

[roa =3, 10055 0 ) mima 325
(25)

En lugar de un muestreo uniforme, imagine una eva-
luacion donde las posiciones #*i} son numeros aleatorios

uniformemente distribuidos en el intervalo [& 2] o que
produce una integracién de Monte Carlo

J‘bf(-fj df = Z fx JEJ ;a +0 CMJ x; € Ula, b).

(26)

La tasa de convergencia es menor que la de un mues-
treo uniforme; sin embargo la fuerza aparece para las inte-

grales en las dimensiones superiores d > 2 donde las esca-

-1/2
las de error de Monte Carlo como & es
independientemente del nimero de dimensiones, al contra-

. -1/d - .
rio de la escala IV para cuando se utilizan mallas uni-
formes

3 El polinomio del caos aplicado a tres ecuaciones dife-
renciales ordinarias

3.1 Un modelo de crecimiento de bacterias con coeficientes
aleatorios

Sea¥(t) | poblacion de una especie determinada en el

tiempo (), entonces un modelo simple para el crecimiento
0 decadencia de la poblacion consiste en que la tasa de
cambio es proporcional al tamafio de la poblacién. Este
modelo fue propuesto por Thomas Malthus en 1798
(Malthus, 1999). La ecuacion diferencial para este modelo
es

d}-‘
Frakes () @)

donde ™ es la tasa de crecimiento. La solucién para un valor
inicial de la poblacion y(0) =y g5 ¥(t) = yme™ por
ejemplo para un experimento de nueve dias, las bacterias
tienen un crecimiento que parece exponencial (Stanescu y
Chen-Charpentier, 2009). Pero, como la poblacién se man-
tiene en crecimiento dentro de las probetas, comienza una
competencia por los recursos limitados, principalmente por

la luz y €0z, En 1838, Verhulst (Verhulst, 1838) propuso
que la tasa de crecimiento deberia disminuir con el tamafio
de la poblacion. Esto conduce a la ecuacion logistica

¥
E:"'"(l _E]}’ (28)

Aqui 7 sigue siendo la tasa de crecimiento y x es el
valor de equilibrio o capacidad de carga del sistema. La so-

lucioén, sujeta a la condicién inicial y(0) = Yo, es

WK
¥o + (K —yple ™ (29)

y@ =

3.2 Solucioén de la ecuacién diferencial aleatoria del creci-
miento exponencial utilizando caos polinomial

Para un crecimiento exponencial se considera la si-
guiente ecuacion diferencial ordinaria

dy(t; &) _ . .
e rlawly, ¥(0;w) = yplew) (30)

donde la tasa de crecimiento {7}, asi como la variable de-
pendiente ¥(t: e, para un tiempo £, se suponen como va-
riables aleatorias que resultan de un experimento ¢ que to-
ma valores del conjunto de todos los resultados fl. Esta
Gltima se supone que estd debidamente equipada con una -
algebra F y una medida de probabilidad F tal que la tripleta
(©, F.F) forma un espacio de probabilidad (Ross, 2002).
Més adn, la condicion inicial ¥, (e y la tasa de crecimiento
son variables aleatorias independientes. Para desarrollar una
metodologia mas general para la solucién numérica de otras
ecuaciones se sigue la aproximacion del caos polinomial
propuesta en (Ghanem y Spanos, 1991; Xiu y Karniadakis,
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2002) utilizando la expansion del caos de Wiener-Hermite.
En este contexto, una cantidad aleatoria ¥t} se proyecta
en el espacio del polinomio del caos dado por (11). El poli-
nomio del caos se puede organizar en una secuencia
& (E(w]), detallada en (14), de tal manera que la expan-
sion de las variables aleatorias y del proceso estocastico que
aparecen en (30) se expresan como

=

i) = Z 1@ (§(w)).

J=t

¥ @) =) 3 (0% (E(@)),
= (31)

donde los ®i’s son funciones de base polinomiales escogi-

das apropiadamente (ver seccion 2.2) del vector aleatorio 3
Una proyeccion de Galerkin utilizando la propiedad (17),

junto con el truncamiento de la serie infinitaa £ T1 térmi-
nos permite obtener un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias que rigen la evolucién en el tiempo de los coefi-
cientes del caos de la solucion

S—
dt (@ o) L Ly SumTY (®)
=0 j=0 (32)

donde %ijm = (@ 295} Egte sistema se integra en el
tiempo utilizando métodos numéricos apropiados, y por
tanto se pueden utilizar los coeficientes del caos obtenidos
para calcular las cantidades de interés. Por ejemplo, la me-

dia de ¥ es el valor del primer coeficiente Yo (t) , es decir,

¥(£) = ¥ (£, mientras que la varianza es
Vvl = B0 () (@, &)

Dado que Yo (&) y 7(«) son independientes, de la so-
lucién exacta de la ecuacién (27) se tiene

5) = Relel =7, [ £ 0 ax "

donde ¥t es la media de Yo (@), £ (x) es 1a funcion de den-
sidad de probabilidad para la tasa de crecimiento, y la inte-

gracion se debe realizar sobre el soporte de £

3.3 Solucién de la ecuacion diferencial aleatoria de creci-
miento logistico

En la ecuacion de crecimiento logistico (28), la tasa de

crecimiento 'y el valor de equilibrio (o saturacién) x se
consideran como variables aleatorias. Como se quiere lo-

grar una proyeccion de Galerkin de la solucion ¥(£) sobre

los polinomios del caos, y tomando en cuenta el hecho de
que el valor de saturacion x es necesariamente positivo, es
til introducir *(e) = 1/K (&) Al expandir esta cantidad
en la base del caos polinomial, de manera similar como en
(31), truncando las series e introduciendo las expresiones
correspondientes en la ecuacion (28), se tiene:

(=0 gp
P TP (099 [1- EP TP ke m ()2 2. (34)

Tomando nuevamente el producto interno con las fun-

ciones bases ¥, se obtiene un sistema de ecuaciones dife-
renciales ordinarias para los coeficientes dependientes del
tiempo en la solucién:

d¥m (L) _
de —
1 . . S . 3
m Tj‘}r[{talaf_i.m — z }rl_lit__l?:lfc;l}-';{rjbuiim f
v =0 Liki=0 1 (35)
donde m= U_. 1.- . _.P’ al_'_i'i"r. = {d:'m_. ¢'._¢'J} y
bijuim = (P &8 &y &)

3.4 Solucién de la ecuacion diferencial aleatoria de una
ecuacion diferencial de Riccati

En esta seccion aplicaremos el caos polinomial a una
ecuacion diferencial de Riccati. Considere la siguiente
ecuacion diferencial ordinaria:

dy(t) . 2 o
ek alwly(®) — bla)y?(®) + 1. 3, = ¥(0) (36)

la cual se puede ver como una ecuacion diferencial estocas-
tica si se consideran los siguientes coeficientes aleatorios

a=alw)yb= blw). por 1o tanto, la solucion ¥(tJ de la
ecuacion (36) se convierte en un proceso estocastico

¥(£: @), Se asume que los procesos estocasticos y las varia-
bles aleatorias de este problema se pueden parametrizar por

una sola variable aleatoria ®. Esto implica que el problema
modelado por la ecuacién (36) se resume en encontrar a

¥(£: @) tal que satisfaga:

dy(t;e) _ .
BT alwly(t: w) —

blaly?(t: w) + L, en D=Tx35, (37)
y la condicion inicial ¥(t = 0J = v;. El dominio D consiste
en el producto del dominio temporal T = [0.t¢5] Y el
dominio 5, siendo el soporte de la variable «. Ahora, para
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encontrar una solucién numérica a través de la expansion
del caos polinomial, siguiendo el enfoque de Wiener-
Hermite, se toma en cuenta nuevamente que dicha expan-
sion se puede organizar en una secuencia ®;(&{w]}, de tal
manera que la expansion de los procesos aleatorios que apa-
recen en la ecuacion (37) toma la forma:

=

alw) = E a;®;(§(w)) .

i=n
o

blw) = Z bi®; (F(w)),

j=t

vyt w) = ) w ()8 (E W),
Z (38)

donde los s son funciones de base polinomiales escogi-
das apropiadamente (ver seccion 2.2) del vector aleatorio 3
y los coeficientes dependientes del tiempo ¥i (£} son desco-

nocidos, y se deben determinar. Al sustituir las expansiones
(38) en la ecuacion (37) se obtiene

23"5‘1’5 - 22 gy (E)dd; —
ZZE by (D)y: ()P ®;d; + 1.

k=D j=Di=D (39)

Al realizar una proyeccion de Galerkin, utilizando la
propiedad (17), junto con el truncamiento de la serie infini-

taa P +1 términos, se obtiene un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias que rigen la evolucion del tiempo
de los coeficientes del caos de la solucidn:

O _

ar EPW,EE- ZZ“{Q"“ -

=0 i=0

@, 2, ZZZ*’ 5 (3 () siem + 1.

k=0 j=Di=0D (40)

= (@, ®;®;) mic = (P, Bp®; ;)

donde iim yE

4 Simulaciones numéricas utilizando caos polinomial

En esta Seccion se muestran los resultados numéricos
de aplicar el caos polinomial para resolver las ecuaciones
diferenciales ordinarias del crecimiento exponencial, la lo-
gistica y una de Riccati. En las situaciones mas practicas,

un subconjunto de coeficientes aleatorios en el modelo debe
satisfacer las restricciones inherentes del modelo mismo.
Por ejemplo, para el modelo de crecimiento exponencial, la

poblacion inicial ¥z (%) tiene que ser positiva; no se requie-
re alguna condicion para * (&), aunque si se toma negativa
conducira a un decaimiento del tamafio de la poblacién en
el tiempo.

4.1 Caos polinomial aplicado a la ecuacion diferencial
aleatoria del crecimiento exponencial

Aqui resolveremos la siguiente ecuacién diferencial
del crecimiento exponencial:

dy .
E —’."‘_‘),-'ii‘l (41)

donde res la tasa de crecimiento y valor inicial y(@) =y,
La solucion deterministica (sin considerar r aleatoria) para

esta ecuacion es ¥ (&) = 1€ Enla Fig. 2 se puede obser-
var la evolucion de la media, la solucion del problema de-
terministico asociado y el intervalo de confianza para las
soluciones de la ecuacién diferencial aleatoria (41) supo-

niendo una distribucion gaussiana ¥ (2.0.2.0/16) para el

parametro v un valor inicial ¥(0) = 1.0. Estas soluciones
se calcularon utilizando el caos polinomial en conjunto con
los polinomios de Hermite debido a su conveniencia para
parametros que siguen una distribucién gaussiana. Es im-
portante resaltar la precision de la solucion esperada a pesar
de solo estar usando solo dos dimensiones de caos en las
expansiones de caos polinomial. La solucion del polinomio
del caos se muestra para la media (linea de color azul) junto
a dos curvas limites que representan el intervalo de con-
fianza [7(t) — 25(8), 7(t) +25(8)]

donde S =/ VI¥(8)] es 1a desviacion estandar en la so-
lucion. Es importante resaltar que al introducir valores pe-
quefios de aleatoriedad en el modelo permite una represen-
tacion mas fiel de la evolucion en el tiempo de la poblacion.

------- Solcion Esperada
F| — - —Soucion deterministica
Intervaln de Confianza del 95%

0 0.2 0.4 06 08 1
Tiempo t

Fig. 2. Evolucion de la media y del intervalo de confianza de la poblacién
en el modelo (41) en comparacion con su solucién deterministica.
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4.2 Caos polinomial aplicado a la ecuacion diferencial
aleatoria logistica

Aqui resolveremos la ecuacion diferencial logistica
que surge cuando los recursos son limitados. La ecuacion
diferencial logistica aleatoria a resolver es:

dy ¥
dt (1- E) 4 (42)

Aqui r sigue siendo la tasa de crecimiento y x es el
valor de equilibrio. La solucién, sujeta a la condicién inicial
J_'I:I:I:] = J"‘D, es

Wk
o+ K —yple (43)

y@ =

En la Fig. 3 se puede observar la evolucién de la me-
dia, la solucion del problema deterministico asociado y el
intervalo de confianza para las soluciones de la ecuacién
diferencial aleatoria (42) suponiendo una distribucién gaus-

siana 7/ (0.6157. 0.04) para el parametro r, una distribu-
cion gaussiana V' (3-96. 0.00) para el parametro « y un

valor inicial ¥(0) = 0.1244 comg se puede observar en la
Fig. 3 el caos polinomial genera soluciones con buena pre-
cision usando solo dos dimensiones de caos en las expan-
siones de caos polinomial. Por otra parte, en la Fig. 4 se

asume una distribucion gaussiana 7V (0.6157. 0.00] parg el
pardmetro  una distribucién gaussiana #V'(3.36. 0.01) pa.
ra el parametro x.

5r . P - b
-
4t . .
V4
S 4
K
/
e // -------- Solucion Esperada
" — - — -+ Solcion deterministica
T 2 Intervalo de Confianza del 85%
e
0 1 1
il 5 10 15
Tempo t

Fig. 3. Evolucion de la media y del intervalo de confianza de la poblacién
en el modelo (42) en comparacion con su solucidn exacta suponiendo una

distribucion gaussiana (06157, 0.04) para el pardmetro *.

Es importante resaltar las diferencias entre las Figs. 3y
4, donde se puede observar que la aleatoriedad del parame-

tro xafecta el punto de equilibrio del modelo logistico. Este
ultimo hecho puede ser fundamental en el analisis de mode-

los logisticos del mundo real donde la incertidumbre en el

valor x puede resultar en diversidad de conclusiones. Por
ultimo, se debe mencionar que estas soluciones se calcula-
ron utilizando el caos polinomial con los polinomios de
Hermite.

n

Solcion

5

-------- Solucion Esperada
— - — - Solucion determiniztica

Intervaio de Confianza (85%)

] L L
i} 5 10 1

Tempo t

m

Fig. 4. Evolucién de la media y del intervalo de confianza de la poblacion
en el modelo (42) en comparacién con su solucién exacta suponiendo una

distribucion gaussiana M(556 0.01) para el pardmetro .

Se utilizo el método de Euler tanto implicito y explici-

to con distintas tamafios de paso en el tiempo (&f = 0.01)
para resolver las ecuaciones diferenciales luego de aplicar
el caos polinomial pero no hubo diferencias significativas.

4.3 Caos polinomial aplicado a una ecuacién diferencial de
Ricatti

Aqui resolveremos la siguiente ecuacion diferencial de
Riccati:

0] = g{m:]}-‘{t:] - EJ':EG:]_‘_I.:{H +1, M= }U

e (44)

Los pardmetros a y b se asumen como variables alea-
torias con distribuciones gaussianas (2, 0.0123) y

Ar(1, 0.00625) respectivamente. La solucion de la ecua-
cién diferencial deterministica asociada, sujeta a la condi-

cion inicial y(0) = Mo es

¥ied :%%[n +tanh E t/a® + 4h—arctanh|i:_i{:—:;:}}1,"n‘ + 411}
(45)

En la Fig. 5 se puede observar la evolucién de la me-
dia, la solucién del problema deterministico asociado y el
intervalo de confianza para las soluciones de la ecuacion
diferencial aleatoria de Riccati (44) asumiendo que los pa-
rametros a y b son variables aleatorias con distribuciones
gaussianas Ar(2. 0.0125) y Ar(1 0.00625) respectiva-

mente y un valor inicial y(0) =01 como se puede obser-
var en la Fig. 5 el caos polinomial genera soluciones con
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buena precision usando solo dos dimensiones de caos en las
expansiones de caos polinomial.

3 T : T T
25t e ]
oL i
=
2
91561 ” H
s | ¥ | Solucion Esperada
i 1 — - —-Solucidn deterministice L
Intervalo de Confianza del 95%
0.5 4
D 1 1 1 1
u} 1 2 3 4 5

Tiempo t

Fig. 5. Evolucién de la media y el intervalo de confianza de la solucién de
la ecuacion de Riccati (44) en comparacién con su solucién exacta.

5 Comparacion del caos polinomial y el método de Mon-
te Carlo.

En la Fig. 6 se puede observar como mejora la preci-
sion del método de Monte Carlo para la ecuacion diferen-
cial logistica (42) al utilizar mayor nimero de realizaciones.
En la Fig. 7 también se puede observar como la precision
del método de Monte Carlo con 1000 realizaciones no es
igual al método de caos polinomial, el cual muestra exacti-
tud. El método de Monte Carlo muestra efectividad pero
necesita de muchas realizaciones. De esta forma podemos
sugerir que para las ecuaciones diferenciales ordinarias
aleatorias es recomendable utilizar el caos polinomial.

Solciones
o

-
3

-------- Solucion Esperada (10)
— - — - Solucion Esper ada (1000)

— — Solucion Esper ada (10000)

Solcion determnistica

i} 1 T
10 1

=}
o

o

Tempo t

Fig. 6. Comparacion del método de Monte Carlo para distintas realizacio-
nes en la ecuacion de crecimiento logistico suponiendo una distribucion

gaussiana (06157, 0.04) para el pardmetro *.
6 Analisis y conclusiones
En este articulo aplicamos el caos polinomial para re-

solver las ecuaciones diferenciales ordinarias aleatorias ex-
ponencial, logistica y una de Riccati. Estas ecuaciones di-

ferenciales ordinarias aleatorias surgen en modelos mate-
maticos que provienen de muchas ramas de las ciencias e
ingenieria. La base tedrica de la aproximacion por caos po-
linomial esta basada en que una expansidn del caos polino-

mial converge en algin funcional L*(C) en el sentido

23
T
.
1

Soucion Ezperada (PC)
— - — - - Sclucion deterministca B
""""" IMente Cario{100)

10 1

o

Tempo t

Fig. 7. Comparacion del método de Monte Carlo (utilizando 1000 realiza-
ciones) y del caos polinomial en la ecuacion de crecimiento logistico su-

poniendo una distribucién gaussiana (06157, 0.04) para el pardmetro
r

L*(C) En el contexto de los procesos estocasticos, esto im-
plica que cada proceso estocastico con momento de segun-
do orden finito se puede representar por una expansion del
caos polinomial (infinita).

Para obtener los resultados numéricos hemos utilizado
los polinomios de Hermite debido a su conveniencia cuan-
do los parametros aleatorios siguen una distribucion gaus-
siana. Los resultados numéricos muestran los intervalos de
confianza y valores esperados para las soluciones. Los re-
sultados encontrados aqui muestran la efectividad y confia-
bilidad del método. Adicionalmente, las comparaciones de
los resultados numéricos con los del método de Monte Car-
lo muestran la rapidez y exactitud del método solo utilizan-
do pocas dimensiones del caos. De esta forma podemos su-
gerir que para las ecuaciones diferenciales ordinarias
aleatorias es recomendable utilizar el caos polinomial.

Futuras lineas de investigacion consisten en extrapolar
este trabajo para las ecuaciones diferenciales parciales alea-
torias y adicionalmente considerar otro tipo de distribucio-
nes distintas a las gaussianas. Para estos casos sera conve-
niente explorar otro tipo de polinomios como el de
Laguerre o Charlier. Adicionalmente, se desea aplicar esta
técnica a modelos con datos reales con cierto grado de in-
certidumbre en sus parametros.
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