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Resumen

Este trabajo presenta un método de solucién para el problema inverso de difusién unidimensional, capaz de predecir los
flujos y distribucién en un dominio gobernado por una ecuacion diferencial parcial del tipo parabolico con condiciones de
frontera. Para hacer esto, se determinan los coeficientes de sensibilidad a traves de la resolucion de un sistema de minimos
cuadrados modificado, aplicando la solucion del problema directo unidimensional de difusion usando el teorema de
Duhamel, y se consideran medidas de distribucion tomadas en el dominio del tiempo. Se demuestra que este método provee
una técnica numerica eficiente y estable, que permite determinar aproximaciones del flujo aplicado mediante la medicion
de una data en el dominio.
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Abstract

This paper presents a solution method for the inverse problem in one-dimensional diffusion, able to predict the flow and
distribution in a domain governed by a partial differential equation of parabolic type with boundary conditions. In order to
do this, the sensitivity coefficients are determine by solving a modified least squares system, applying the direct solution of
the one-dimensional diffusion problem using the Duhamel problem, and considering distributed measures taken in the time
domain. It is show that this method provides and efficient numerical technique to determine the applied flow approxima-
tions by measuring data in the domain.

Key words: Inverse problem, diffusion equation, regularization.

1 Introduccién

El problema inverso es encontrado en diversas ramas
de las ciencias e ingenieria. En el campo de transferencia de
calor, el uso de andlisis inverso tiene numerosas aplicacio-
nes practicas en la estimacion de condiciones iniciales,
fuentes de calor estaticas o en movimiento, condiciones de
frontera, y también en la determinacion de propiedades fisi-
cas tales como la conductividad térmica y calor especifico
de sélidos sujetos a condiciones térmicas transitorias; por
ejemplo, la medida directa de flujo de calor en la superficie
de una pared sujeta a una llama, o en el interior de una cé-
mara de combustién. En tales situaciones, el método de
analisis inverso recoge medidas de temperatura transitoria
tomadas en una o mas posiciones del sélido, como data para
comenzar el trabajo inverso. La principal dificultad en la
solucién del problema inverso es que ellos son mal plantea-
dos matematicamente, lo que cominmente se conoce como

ill-posed; esto significa que la solucidn tiende a ser inesta-

ble bajo pequefias perturbaciones en la data entrada. Esta

dificultad es aumentada cuando el intervalo de tiempo entre

las mediciones es reducida (Beck y Blackwell, 1985).

Afortunadamente, muchos métodos han sido presenta-
dos para resolver problemas inversos. Entre los métodos
mas versatiles, aplicables para resolver problemas inversos
no lineales multidimensionales, se encuentran:

e La regularizacion de Tikhonov y Arsenin (1977) y la re-
gularizacion iterativa de Alifanov (1994). Ambas son
consideradas como métodos de dominio completo, por-
que toda la data de distribuciones medidas es usada en
orden de estimar simultaneamente todas las componentes
de la entrada desconocida.

e Beck y Murio (1986), presentaron una nueva técnica que
combino el método de especificacion de funcion (Beck y
Blackwell, 1985), con la regularizaciéon de Tikhonov y
Arsenin (1977).
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e Murio y Paloschi (1988), propusieron un procedimiento
basado en el filtrado de la data.

« Ozisik y Orlande (2000) presentaron una revision amplia
de los métodos generalmente asociados con la solucién
directa del problema inverso.

o Shenefelt et al. (2002), obtuvieron una solucién al pro-
blema inverso de conduccién de calor empleando des-
composicién de valores singulares.

e Velamur y Zabaras (2004), propusieron una técnica de
optimizacion funcional en conjunto con el método de los
elementos finitos espectrales estocésticos para la solucion
del problema inverso con incertidumbre en la data de en-
trada.

o Gutiérrez et al. (2005), reportaron una secuencia de algo-
ritmos del problema de conduccién de calor usando des-
composicion de valores singulares.

En el presente trabajo se resuelve el problema inverso
de difusién unidimensional, usando la forma matricial del
principio de Duhamel, a partir de medidas de distribucion
tomadas en el dominio. El estudio se centra en la determi-
nacion de los coeficientes de sensibilidad, a través de la so-
lucion de un sistema de minimos cuadrados, aplicando la
solucién directa del problema unidimensional de difusion,
gue expresa la relacion entre la respuesta del modelo y la
entrada en una frontera desconocida.

2 El problema directo de difusién unidimensional

El problema de difusién se ocupa de la solucion de una
ecuacion diferencial parcial parabolica que gobierna un
proceso conservativo donde el flujo es representado por la
ley de Fick, con condiciones iniciales y de borde indepen-
dientes del tiempo, (Farlow, 1993 y Logan, 1996). En este
caso el desarrollo del problema es simple, y puede ser re-
suelto por varios método analiticos, entre ellos: separacion
de variable, desarrollo de Fourier, funcion de Green entre
otros (Logan, 1996). Por otra parte, el teorema de Duhamel
permite extender la solucién del problema de difusion sim-
ple cuando las condiciones de borde dependen del tiempo
(Farlow, 1993). Parte de este principio se usa en este traba-
jo para obtener la solucion del problema inverso unidimen-
sional.

Considérese el dominio de una unidad de longitud tal
cual como lo indica la figura 1. Supongase que se aplica un

flujo (V) en la posicion X =0, y se desea hallar la distri-

bucion H(X’t). La formulacion matematica de este proble-
ma esta dada por el sistema que a continuacion se expone:

¥it) +—aislado

S

Fig. 1. Flujo conocido en el extremo x=0

Yiidd

Tempo y col.

2
0 0();,'[) = 00(x.) O<x<1 t>0

OX ot

00(x,t)
_ART x=0 t>0

ox Y ” @
M:o x=1 t>0

oX
a(x,1)=0 0<xx<1 t=0

Para resolver el sistema representado en (1), a través
del principio de Duhamel, se considera a su vez la solucion
del problema simplificado:

o*w(x,t) _ aw(x.t)

> O<x<l1 t>0
OX ot
_ W) 4 X =0 t>0
ox )
wxy x=1 t>0
OX
w(x,1)=0 O0<xxl t=0

El sistema (2), fue resuelto por Myres (1976) aplican-
do transformada de Laplace y usando una serie binomial:

1 X? 2 &|cos xzn ., 2
w X,t =§—X+?+t——22|:T e :| (3)

T n3

Ahora, el problema original (1), puede ser resuelto
mediante la aplicacién del teorema de Duhamel (Ozisik,
1992):

! oW X,t—o
0 xt=|yoc———do (4)
J 7]

3 El problema inverso en difusién unidimensional
Supdéngase que se tiene un dominio de una unidad de

longitud tal cual como lo indica la figura 2, y tdbmese una

data de N distribuciones YA =Y en un dominio del

O<t<t,

tiempo , donde b es el tiempo final medido. Se

desea hallar el flujo aplicado originalmente a la placa 7(t).

—

«+—aislado
Y{ty=?—»
—»
/sensor

P
L

[

Fig. 2. Flujo aplicado desconocido en el extremo x=0.
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A partir del modelo (1) se planteo el problema inverso
de determinar el flujo de entrada desconocido utilizando
mediciones de temperatura en el extremo aislado.

2
89():,t):a¢9(x,t) O<x<1l t>0

oX ot

89(X t)

1)=? x=0 t>0
™ y() = > -

M: X:l t>0

OX
o(x,1)=0 t=0 0<x<1

Es conocido que la mayoria de los planteamientos in-
versos son matematicamente mal planteados, en el sentido
de que la existencia, unicidad, o estabilidad de su solucion
no estan garantizadas (Hadamard, 1923). Por tanto, en este
caso se garantizara la existencia de la solucion mediante la
minimizacion de la norma de minimos cuadrados (Ozisik,
1992).

Para resolver el problema inverso, se requiere que las

distribuciones estimadas i () (i=12.., N), calculadas
desde la solucién del problema directo (1), usando valores
estimados de las componentes de flujo

y=ly parai=12,..,N] s acerquen en un dominio de

tiempo especificado O<t<ty , con cada uno de los valores

medidos i (1=12...N) El simbolo ~ sobre ¢ o %
denota estimado. Una forma de lograr el equilibrio, es mi-
nimizar la norma de minimos cuadrados con respecto a ca-

da uno de las componentes de flujo 7i . A la norma de mi-
nimos cuadrados planteada, se le adiciona un término de
regularizacion de orden cero @ (Ozisik, 1992), en otras pa-
labras:

. N AL 2 N 2
S(;/):JZ‘ Y, -6,(7) +a; 7 (6)

En el funcional (6), el primer término del lado derecho
representa la norma de minimos cuadrados y el segundo el
término de regularizacion, esté ultimo es agregado para re-
ducir la inestabilidad u oscilacion inherentes a los proble-
mas mal condicionados. Para valores muy pequefios de &,
la solucion oscila y se vuelve inestable si se estan estiman-
do gran nimero de parametros. Para valores grandes de &,
la solucién es amortiguada y se desvia de los resultados
exactos. Con la seleccion adecuada de &, la inestabilidad
puede ser aliviada. Diferentes formas de seleccionar & fue-
ron discutidas por Tikhonov y Arsenin (1977). Scout y
Beck (1989) sugirieron que el valor 6ptimo de & esta en el

rango de 107 a 10™* dependiendo de la desviacion estan-

dar de la data o(Y) como una aplicacién del teorema de
Bayes. Huanga y Ozisik (1991) discutieron una validacion
cruzada del valor de & para determinar su optimo. Hansen
(1992) propuso el uso de la curva L para determinar el valor
optimo de ¢ ; esta técnica fue implementada en este trabajo
para determinar el valor de & .

Minimizando el funcional (6) con respecto a cada una

de las componentes estimadas de flujo 7i se tiene:

_2;{62(7)\( -6,(9) }205% -0 (7)

para 1=12..,N , donde N es también el nimero de pa-
rametros estimados, se define la matriz de los coeficientes
de sensibilidad X como:

a—é)l 0 0 0
o
y, 280 _| o ®
07 : : % 0
' ' v
8];1 aj}N—l a};N

donde términos sobre la diagonal principal deben ser cero
porgue las distribuciones de 9 calculadas en el tiempo t
deben ser independientes de los pardmetros estimados futu-
ros /i, !> 1.

4 Solucion del sistema de minimos cuadrados

Ahora el problema inverso se reduce a resolver el sis-
tema de ecuaciones de minimos cuadrados (7). Es deseable
expresar estd ecuacion en una forma mas conveniente para

calcular Ji . Esto se puede obtener expandiendo 6,() en
series de Taylor con respecto a un flujo arbitrario como:

. 26,() . .
H =0 - 9
0] le|: a% 7/0 :| ( )
Tomando éoj =0y 7, =0, la ecuacion (9) se reduce
a
N ~ A
0, = % 10
| Z: a p (10)
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Tempo y col.

Sustituyendo la ecuacion (10) en el sistema (7), reor-
denando y expresando la ecuacion resultante en forma ma-
tricial se obtiene:

XX +al y(a)=X"Y (12)

.
donde | es la matriz identidad, Y= 68,60 es el

vector de los valores medidos, X es la matriz de los coefi-
cientes de sensibilidad y Ha) es el vector de los flujos
predichos. El sistema lineal definido en (11) se resuelve

usando descomposiciéon LU de la libreria BLAS/LAPACK
(Anderson et al., 1999)

5 Determinacion de los coeficientes de sensibilidad

_ Discretizando el teorema de Duhamel (4), se obtiene
(Ozisik, 1992):

N W Xty -0, —W Xty -0
0 xt =Yy o N O le— NTEAG (12)
1=1 i

Comparado la forma discreta del teorema de Duhamel
(12) con la ecuacidn (10), se deduce que los coeficientes de

sensibilidad X son equivalentes a:

X W Xty -0y —W Xty -0

OW(X, ;)
ij O; ®
Aoy

[ a Ao, (13)

Para obtener los coeficientes de la matriz de sensibili-
dad empleando la ecuacion (13) en los ejemplos de la sec-
cién 6, se usaron 20 términos de la serie (3) derivada con
respecto al tiempo. Se determino experimentalmente que
incrementado el nimero de términos de la serie (3) por en-
cima de los sugeridos, no mejora la aproximacion significa-
tivamente usando doble precision en los calculos.

6 Resultados numéricos

A continuacion se presentan dos ejemplos numéricos
en los que se resuelve el problema inverso en conduccion
de calor unidimensional. Ambos ejemplos consideran un
material homogéneo, con temperatura inicial uniforme e
igual a cero, de una unidad de longitud, y aislado en el ex-
tremo derecho (fig. 2).

6.1 Ejemplo 1

La data de temperatura Y se observa en la figura 3.

Para obtener esta data en le, se simulo el problema di-
recto (1) con wun flujo de calor igual a

y(t) =1/4+sin(27t/T,)exp(-t/5) aplicado en X=0 vy

un periodo T :2, en un dominio de tiempo 0<t<10

considerando tres pasos de tiempo iguales a At=0.159
At=0.079 y At=0.039 correspondientes a 64, 128 y 256

muestras en los tiempos t =IAt ysando los At respectivos.

En la figura 4 se detalla el flujo de calor aplicado V(t),
y sus estimaciones resolviendo el problema inverso. Las
estimaciones del flujo de calor se hicieron para los & ade-
cuados para cada nimero de muestras. Los & adecuados se
obtienen del analisis de las figuras 5 y 6.

3.0 T T T T T T T T T
251 q
2.0r b
S
=1
s 15 1
I3
Q.
g 10+ .
'_
0.5 b
0.0
_ 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
.0 10 20 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0 10.0
Tiempo
Fig. 3. Historia de la temperatura en la frontera aislada ( X =1)
1. T T T T T T T T T
£ — flujo aplicado | |
Lo o —— 64 datos
08 - 128datos |4
_ 8 1 - 256 datos
5 0§ (!
< 3
S oaf
© 5
% 0.2
L oo
-0.2[
~04F
1 1 1 1 1 1 1 1 1

a 0'%.0 10 20 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0 10.0
Tiempo
Fig. 4. Historia de los flujos de calor aplicado y obtenidos en x=0.
«=1.107,1.10",y 1.10° para 64, 128 y 256 datos respectivamente

La figura 5 muestra las curvas L para las tres series de
datos; estas curvas se construye graficado parametricamen-

2
te la norma de los errores de la data "X () _Y”z versus la

2
norma del flujo "7 (0‘)"2 para diferentes valores de &

(a=10_k, donde I(:]"2’-“’8). Los tres primeros puntos
de la derecha de la figura 5 de las tres series de datos co-

rresponden al valor de 05=1'10_1, los puntos anteriores a
estos sobre cada serie pertenecen a & :1'1072, y asi suce-
sivamente hasta 0521‘1043. Al decrecer @, la norma del
flujo no varia sustancialmente por debajo de & =1.10" pa-
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ra 64 datos, a=1.10" para 128 datos, y a=1.10"° para
256 datos.

60)

T T T T T T T T T T T

—
< 64 datos

sol- M-+ 128 datos [o-- - - - P R T ROR T o. il
o- o 256 datos [REEPN
k=) N
=) 40 oA
=
3z .
< 301 ‘5
£ et el
o Ty
z 20+ .. |
.
M -~
+
of ﬁ&x\( ]
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
a0 1a? 1a0®  1a0®  1ac®  nact 1a0? 1

Norma del error de la data

Fig. 5. Curva L para diferentes parametros de regularizacién (norma del
error de la data vs. norma del flujo)

La figura 6, presenta la norma del error de la data en
funcion de @ para las tres series de datos, observandose
que la norma del error de la data decrece mon6tonamente
en funcién de &, cambiando la pendiente de decrecimiento

entre @ =1.10" y & =1.10" para las series con 128 y 256
datos.

1 : : T T : :
1,407
1,407
1,408

1,0°°

1,40

Norma del error de la data

- 128 datos
- 256 datos
1410 14 1 1 1 1 1 1

5a0%  1a0” a0t na0® naot a0 1a0c? paot

1,407

o — 64 datos

Parametro de regularizacion

Ei

g. 6. Norma del error de la data para diferentes parametros de regulariza-
cién y series de muestras

En la figura 7 se observa que la norma del error del
flujo presenta un Optimo para cada serie de datos:

a=1107 para 64 datos, =510 para 128 datos, y

a=2-10" para 256 datos. Por debajo de estos éptimos, se
puede presentar una mejora en la norma del error de la data
(fig. 6) pero no se mejora la prediccion del flujo.

La flexibilidad del método propuesto se demuestra

agregando un componente de ruido & a la data de tempera-

tura (fig. 3) de la forma Yi=Yi+e obteniéndose la figura 8

para las tres series de data estudiadas. El ruido tiene una
distribucion normal, una desviacion estandar de 2.5% del

valor maximo de temperatura de la figura 3, y una media
igual a cero.

15 T T T T —
o .
=) o
= .
g it A
- .
e .
£ P
[ '0
o o
5 P
© ;
g 1+ } A
3 — 64 datos
- - 128 datos
........................................ - 256 datos
0.75 1 1 1 1 1
1,107 1,a0°° 1,100 a0 1,407 1,407 01

Parametro de regularizacion

Fig. 7. Norma del error del flujo para diferentes pardmetros de regulariza-
cion y series de muestras

Los flujos de calor obtenidos son presentados en la fi-
gura 9 para las tres series de temperatura con ruido (fig. 8).
Los @ adecuados para cada serie de datos se obtienen de
las figuras 10 y 11.

30 T T T T T T T T T
251
20F
g
2
5] 15
[
g
5 10F
'_
051
b — 64 datos
0.0F --- 128 datos |g|
- 256 datos
1 1 1 1 1 1 1 1 1

- 0.
0.0 10 2.0 3.0 40 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0 10.0

Tiempo

Fig. 8. Historia de la temperatura incluyendo ruido en la frontera aislada
(x=1)

1. T T T T T T T T T

— aplicado

—— 64 datos
- 128 datos

- 256 datos | |

10- .}

1

0.8H}:

0.6

0.4

0.2

Flujo de calor

0.0

-02

~04

) 1 1 1 1 1 1 1 1 1
9.0 10 20 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0 10.0

Tiempo
Fig. 9. Historia de los flujos de calor aplicado y obtenidos usando tempera-
tura con ruidoen Xx=0. ¢=5.107,6-102, y3.107 para 64, 128 y 256
datos respectivamente
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Tempo y col.

La figura 10 exhibe las curvas L para las tres series de
datos con ruido. Los tres primeros puntos de la derecha de
la figura 10 de las tres series de datos con ruido correspon-

den al valor de @=1 los puntos anteriores a estos sobre
- — 71 z -
cada serie pertenecen a =910 y asi sucesivamente

-3 -1
hasta @=1-10" para valores de @ entre 1 y 1107 |a
norma del flujo permanece casi constante; para & menores

1
a 1107 1a norma del error de temperatura se estanca y co-
mienza a crecer la norma del flujo, formando la curva L.

80 T T T T T T T
TR AN
O P
o IR <> o
60 v o E
o
=
=
g
< 40 B
£
(=]
4
20+ boox 64 datos |
T xxx 128 datos
oo 256 datos
1 1 1 1 1 1 1

2 25 3 35 4 45 5 55

Norma del error de la data

Fig. 10. Curva L para diferentes pardmetros de regularizacién (norma del
error de la data vs. norma del flujo, ambas incluyendo ruido)

La figura 11, indica la norma del error de la data con
ruido en funcién de @ para las tres series de datos, notan-
dose que la norma del error de la data decrece en funcién de

& hasta aproximadamente a:1-10‘2, tendiendo luego a
crecer. Para cada serie de datos, el & elegido se obtuvo del
valor minimo de la norma del error de la data con ruido de
la figura 10 (para 64, 128 y 256 datos los respectivos mini-
mos aproximados fueron 0.5, 0.8 y 1.5); luego usando este
minimo aproximado y la figura 11 se estima & .

2.75F— 64 datos .
25k~ 128 datos ’ §
251|256 datos A

2r e .
1751

Norma del error de la data

Parametro de regularizacion

Fig. 11. Norma del error de la data con ruido para diferentes pardmetros de
regularizacion y series de muestra

En la figura 12 se percibe que la norma del error del
flujo presenta un rango donde se encuentra el minimo para

cada serie de datos (1-107 < <1-10™). Este rango con-
tiene los valores aproximados predichos del andlisis de la
curva L (fig. 10 y 11).

Finalmente, la trasformada rapida de Fourier (FFT) es
aplicada a los flujos de calor aplicado y obtenidos para dife-
rentes parametros de regularizacion (fig. 13). Esto demues-
tra que el método es capaz de predecir la frecuencia de osci-

lacion (1/To) del flujo de calor de manera precisa,
independientemente del pardmetro de regularizacion.

4

Ly T T g
— 64 datos J
3.751 . 4
° -~ 128 datos K
S 357}~ 256 datos N -
= . .
3 3.25 '
©
5 T
S 27
5
= 25
5 2.251
z L
175
105001
Parametro de regularizacion
Fig. 12. Norma del error del flujo (data con ruido) para diferentes parame-

tros de regularizacion y series de muestras

10 T T T T T
— aplicado
0 — 0.5

-~ 0.05

Amplitud

00.1

0.01 1 1 1 1 1

Frecuencia

Fig. 13. FFT de los flujos de calor exacto y obtenidos usando temperatura
conruidoen Xx=0. =05,y o=0.05, para 512 datos+

6.2 Ejemplo 2

La data de temperatura se almacena en la misma posi-
cién del ejemplo anterior y es mostrada en la figura 14. En
este ejemplo, se usaron diferentes nimeros de mediciones

(64, 128 y 256) para un dominio de tiempo 0<t<1.8 o

sultando diferentes intervalos de tiempo para cada serie

(At=0.029, 0.014'y 0.007 respectivamente). El flujo de
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calor aplicado en x=0 gg:

0 Si <03
t_03 si 03<t<0.9
t) = 14
rO=ls ¢ 09<t<15 (14)
0 si t>15

En la figura 15 se especifica el flujo de calor aplicado

7’(t), y sus estimaciones resolviendo el problema inverso
con los @ adecuados para cada nimero de muestras. Simi-
larmente al ejemplo 1 de la seccién 6.1, los & adecuados
se obtienen del analisis de las figuras 16 y 17.

0.50 T T T T T T T T T

0.30[ 4

0.20f m

Temperatura

0.00

1 1 1 1 1 1 1 1 1
- 0'1%.0 02 04 05 0.7 0.9 11 13 14 16 18

Tiempo

Fig. 14. Historia de la temperatura en la frontera aislada (x=1)

0.700 T T T T T T T T
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0.6001 — 64 datos |
0500k - 128 datos | |

N - 256 datos

o

= 0400 .

o

[}

S 0300F .

2

p=}

T  0200F .
0.1001 .
0.000
_ 0.1 1 1 1 1 1 1 1 1
0100 020 040 060 080 100 120 140 160 180
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Fig. 15. Historia de los flujos de calor aplicado y obtenidos en x=0.
a=1.10",1.10°,y 1.10° para 64, 128 y 256 datos respectivamente

Anélogamente al ejemplo 1, los & elegidos para cada
serie se obtuvieron aproximadamente del valor minimo de
la norma del error de la data de la figuras 16 (para 64, 128 'y
256 datos, los respectivos minimo fueron 10-4, 10-5 y 10-
5). La figura 17 indica el decrecimiento de la norma del
error de la data en funcién de & y su cambio de pendiente
para valores de & inferiores a 10-5.

La figura 18 revela los minimos de la norma del error
del flujo para cada serie de datos: & =1.10* para 64 datos,

-3 —6
a=5-10 para 128 datos, y a=2-10 para 256 datos.
Estos @ oOptimos son similares a los valores extraidos del
analisis de la curva L.

o< 64 datos
+-++ 128 datos
WD looo 256 datos | el ...

Norma del flujo

1a0 0 1,407 1,40°° 14074 1,40

Norma del error de la data

Fig. 16. Curva L para diferentes parametros de
regularizacion (norma del error de la data vs. norma del flujo)
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Fig. 17. Norma del error de la data para diferentes pardmetros de
regularizacién y nimero de muestras
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Fig. 18. Norma del error del flujo para diferentes parametros de
regularizacion y series de muestras

La figura 19 incluye la data de las tres series mas una
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componente de ruido (Yi =Y +g ) para cada serie. El ruido
tiene una distribucion normal, una desviacién estandar de
10% del valor maximo de temperatura de la figura 14, y
una media igual a cero.

0.50 T T T T T T T T T

0.40r

0.30F

0.201

Temperatura

0.10F 3

—— 64 datos
-+ 128 datos
- 256 datos

1 1 1 1 1
0.9 11 13 14 16 18

(=2

Tiempo

Fig. 19. Historia de la temperatura incluyendo ruido en la frontera aislada
(x=1)

Los flujos de calor de la figura 20 fueron obtenidos pa-
ra las tres series de temperatura con ruido. Los & adecua-
dos se obtienen de las figuras 21 y 22 empleando un anali-
sis similar al aplicado a las figuras 10 y 11.

0.700, T T T T T T T T
— aplicado
—— 64 datos |7
--- 128 datos

- 256 datos

0.600[

0.500[

0.400[

0.300

Flujo de calor

0.200[

0.100F

0.000F Y YN

_ 010% : 1 1 1 1 1 1 1 1
Tiempo
Fig. 20. Historia de los flujos de calor aplicado y obtenidos usando tempe-

ratura con ruido en X=0. «=8107,7.10%y7.10°
256 datos respectivamente

para 64, 128 y

hoox 64 datos

é%. W07 e PR o= xxx 128 datos |.
201 b .. co- S oo 256 datos ||

151 T

100

Norma del flujo

175

Norma del error de la data

Fig. 21. Curva L para diferentes parametros de regularizacion (norma del
error de la data vs. norma del flujo)
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Fig. 22. Norma del error de la data con ruido para
diferentes pardmetros de regularizacion y series de muestras

En la figura 23 se distingue un rango en el cual esta
presente el minimo de la norma del error del flujo para cada

serie de datos (1'1072 <a <1107 Este rango es similar a
los valores predichos del anélisis de la curva L (fig. 21 y
22).
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= N — 64 datos
06 V.- g
‘. --- 128 datos
- 256 datos
1
%01 0.01 01 1

Parametro de regularizacion

Fig. 23. Norma del error del flujo (data con ruido) para diferentes
parametros de regularizacion y series de muestras

7 Conclusiones

En este trabajo se presento, el método de los minimos
cuadrados modificado para resolver el problema inverso en
difusién unidimensional. EI mismo, es un método de regu-
larizacion que provee una técnica numérica eficiente y es-
table que permite determinar aproximaciones del flujo apli-
cado mediante la medicion de una data en el dominio del
tiempo.

Los resultados de los ejemplos expuestos, indican que
los flujos aplicados al dominio pueden ser estimados co-
rrectamente atn usando data muy ruidosa.

La obtencién del valor adecuado del parametro de re-
gularizacion se realizo usando la curva L y la norma del
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error de la data. Los valores del pardmetro de regulariza-
cién determinados mediante este analisis, fueron compara-
dos con los obtenidos de la norma del error del flujo, arro-
jando resultados similares; sin embargo el criterio de la
curva L y la norma del error de la data, se debe aplicar cui-
dadosamente pues en los casos donde la data no presenta
ruido, la norma del flujo en la curva L, no siempre crece
notoriamente al decrecer el parametro de regularizacion.
También se observo que el rango del parametro de regulari-
zacion sugerido por Scout y Beck (1989), para resolver el
problema inverso, es un poco conservador si la data no pre-
senta ruido, y una buena aproximacion si la data posee rui-
do.
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