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Resumen
El alcance principal del artículo es la construcción de la ley de conservación que corresponde 
a la solución “clásica” de Black-Scholes. La introducción de la nueva característica se vuelve 
muy eficaz para encontrar dicha ley. Esta cantidad representa la función de Green y se 
manifiesta como factor en varias soluciones de la ecuación de Black-Scholes. La mencionada 
ley de conservación nos permite formular un método de medición experimental de la 
volatilidad. Además se destaca el papel importante de la elasticidad-precio en el marco del 
modelo de Black-Scholes. Encontramos el operador para el cual la solución “clásica” es 
una función propia.
Palabras clave: Modelo de Black Scholes. Solución “clásica”. Característica auxiliar. Leyes 
de conservación.

Abstract
The main result of this paper is the construction of the Black-Scholes model Conservation 
Law. We introduce the new “Greek” characteristic “psi” which is very effective to define 
the conservation of the final price. Also it is the Green function and the factor in several 
solutions of the Black-Scholes equation. We propose an Experimental Method to 
measure of the Volatility. We show important role of the Elasticity-price in this model 
and we construct the Symmetry Operator corresponding to the Black-Scholes “Classic” 
Solution.
Key words: Black Scholes Model, Black Scholes “Classic” Solution, auxiliary Characteristic 
“Psi”, Conservation Laws.
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1. Introducción

Durante los últimos 15 años se desarrolló una tendencia de acercamiento 
entre la física y las finanzas en donde se utilizan varios modelos de la física 
estadística, de las simulaciones computacionales aplicados a finanzas, 
etc. (Bouchaud J.-Potters, et al., 2003, Heath D., et al., 2003, Silberberg 
Gheorghe, 2001). Está establecido el papel similar de la energía y el 
del total de dinero en un sistema. Sin embargo permanece la dificultad 
de expandir los conceptos de leyes de conservación y de la simetría en 
modelos económicos y financieros, además que la idea de la búsqueda 
de leyes de conservación en el modelo de Black Scholes no es nueva 
(De León M. et al., 1997, Ibragimov Nail H., 1994, Mete Soner, 2005, 
Gazizov R. K. et al., 1996, Pooe C. A., et al., 2003).

Estas leyes de conservación no sustituyen la ecuación que describe 
la evolución del sistema dinámico, sino que lo hacen más consistente, 
simplifican el estudio, entregan información complementaria sobre 
el proceso. A menudo dan la posibilidad de avanzar en el estudio del 
comportamiento del sistema dinámico sin resolver la ecuación de 
evolución.

Además permiten realizar el análisis cualitativo, plantear de manera 
coherente el problema de resolución numérica de la ecuación principal 
y ayudan en la formulación de condiciones limitantes (iniciales, de 
frontera etc.). Posibilitan el planteamiento del problema de la estabilidad 
de la evolución, facilitan la elaboración de conceptos nuevos de la teoría, 
etc. Se conoce que cada ley de conservación corresponde a una simetría 
específica del sistema dinámico. La ventaja de leyes de conservación y de 
la simetría correspondiente está en el hecho que su existencia no depende 
de coordenadas en las cuales está escrita la ecuación de evolución. Por 
ejemplo, en el artículo (Ayache Ele, 2001) se sugiere la importancia de 
las leyes de conservación por la razón que justamente posee tal propiedad 
covariante.

Así la construcción de leyes de conservación necesita el estudio de 
la simetría del sistema dinámico. En el artículo (Sukhomlin N., 2004) 
fue planteado el estudio sistemático de la simetría del modelo de Black-
Scholes, se construyó las leyes de conservación diferenciales hasta tercer 
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orden y en un enfoque local se encontró cinco clases de nuevas soluciones. 
En este artículo aplicando el concepto de leyes de conservación al 
modelo se construye la ley de conservación correspondiente a la solución 
“clásica”.

2. La ecuación de Black-Scholes y la solución “clásica”

La ecuación principal del modelo de Black-Scholes de mercados finan-
cieros internacionales de bienes derivados es:

(1)

en donde ),( xtV  es el valor de la opción de comprar un bien financiero 
(valor básico) con el precio x en el momento t, con las constantes 
reales: volatilidad )0(2 ≠ss  y tipo de interés fijo sin riesgo r. En 
el modelo de Black Scholes la ecuación (1) se deduce a partir de un 
proceso estocástico de tipo de difusión y está ligada con la ecuación de 
difusión. Este problema está bien desarrollado en la literatura científica 
a partir del trabajo pionero de Black Scholes en 1973 (véase por ejemplo 
Wilmott, Howisan Dewynne, 1995, Gazizov e Ibraguimov, 1996, 
Silverman D., 1999, Pooe, Mahomed y Wafo, 2003), Sukhomlin N., 
2004), Sukhomlin N., Ortiz J., 2006). Se conoce que la transformación:

(2 a)

(2 b)

(2 c)

convierte la ecuación (1) en la ecuación de difusión:    
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Este hecho explica un gran paralelismo entre los dos modelos. 
Pero existen diferencias claras, por ejemplo: a la condición inicial para 
la ecuación de difusión corresponde la condición final para la ecuación 
de Black Scholes porque la “difusión” en el modelo de Black Scholes se 
hace “hacia el pasado”. La ecuación de difusión representa la ecuación 
directa de Kolmogorov, mientras que la de Black Scholes es la ecuación 
inversa (retrógrada) de Kolmogorov.

Usando la derivación respecto con lnx, la ecuación de Black Scho-
les se convierte justamente en una ecuación de la “difusión inversa”: sea 
la transformación t´= t, x´= lnx. Calculando las derivadas en nuevas 
coordenadas se llega a la ecuación siguiente:

Visto que los signos delante la derivada respecto con el tiempo y la se-
gunda derivada respecto con el logaritmo del precio son iguales, se cons-
tata que esta ecuación justamente describe la “difusión hacia el pasado”. 
Con otras palabras representa la ecuación retrógrada de Kolmogorov.

Esta última transformación despeja claramente el sentido de 
ambos parámetros de la ecuación de Black Scholes: 0),(
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corresponde a su denominación volatilidad. La constante r es responsable 
de la actualización del precio de la opción y representa la característica 
de la “fuente” según la terminología de física (es negativa en este caso).

Es notable que el término con la primera derivada que describe 
la tendencia de precios en el mercado esté definido por el parámetro sin 
dimensión β. Esto representa una de varias manifestaciones de un papel 
importante de este parámetro en el modelo de Black Scholes; véase tam-
bién la formula (2b).

Algunos autores como (Wilmott, Howison y Dewynne, 1995) 
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La solución “clásica” de la ecuación de Black Scholes es la cons-
trucción siguiente (véase por ejemplo [Wilmott, Howison y Dewynne 
(1995), Stampfli y Goodman (2001), Sukhomlin, Jacquinot (2006)]):

(3a)

(3b)

con la función de distribución normal:

(4)

(5a)

(5b)

(6)

Es claro que τ+= 21 dd . La constante K se interpreta como el 
precio de ejercicio, T = fecha de vencimiento, ],0[ Tt ∈ .La elección del 
argumento único ),(1 xtd  (ó ),(2 xtd ) en el factor )( ⋅Φ  simplifica 
mucho la resolución de la ecuación porque finalmente convierte la 
ecuación diferencial parcial en una ecuación diferencial ordinaria. Esto 
se verifica sin dificultades sustituyendo la solución (3a) en la ecuación 
de Black Scholes.

3. Ley de conservación del precio final

Se logra gran simplificación del problema de construcción de la ley de 
conservación correspondiente a la solución “clásica” de Black Scholes si 
introducir la función auxiliar Ψ  siguiente:
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  (7)

Para encontrar la expresión explícita de la característica )(ln/)ln(/ 22 xVxV clcl ∂∂−∂∂≡Ψ  se denota: 
zddz /)( Φ≡Φ′  y se calcula esta última derivada usando las fórmulas 

(3b), (4), (5) y (6):

Así se llega a una relación útil:

Utilizando esta fórmula se puede ahora concluir que la definición (7) se 
escribe como sigue:

La elasticidad-precio de la característica )(ln/)ln(/ 22 xVxV clcl ∂∂−∂∂≡Ψ  será:

(8)

La última igualdad permite construir la ley de conservación 
correspondiente a la solución “clásica” de Black Scholes en forma 
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Esta ley describe la conservación del precio final K pactado en la 
opción. La ley (9) está escrita en términos de la característica auxiliar 

)(ln/)ln(/ 22 xVxV clcl ∂∂−∂∂≡Ψ , abajo en la fórmula (17) presentamos la misma ley en términos de 
la solución “clásica” Vcl

4. Método experimental de medición del cociente 2/σr

Es notable que según la fórmula (8) la elasticidad-precio del parámetro 
Ψ  sea proporcional al logaritmo del precio del valor básico. Ahora es 
oportuno discutir su variación con el tiempo, la Figura 1 ilustra esta 
dependencia.

Conforme a la relación (8) es fácil de constatar que la elasticidad-
precio ΨE  se presenta como una recta decreciente con el coeficiente de 
proporcionalidad negativo igual a –1/t2. Así para t T→  sus valores 
tienden al − ∞  si Kx >  y al ∞+  si Kx < (β > 0).

Con el tiempo la grafica de ΨE  rota alrededor del punto fijo (0, 
β) en la dirección de las manecillas del reloj para presentarse como la 
recta vertical en el momento final Tt = , en este momento se pierde el 
concepto de elasticidad para la característica Ψ . La elasticidad-precio 

ΨE  no varía con el tiempo en el punto Kx =  y es igual al parámetro 
sin dimensión β definido en (2c).

Figura. 1. Elasticidad-precio de la característica auxiliar Ψ

        ΨE

       β

        )(2 tT −σβ
       0        ln (x/K)

β
β s2 (T – t)
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Este último hecho abre las posibilidades de medir experimental-
mente el coeficiente 2/σr  como sigue: se toma una serie temporal de 
valores de opciones ),( xtV , se construye la característica auxiliar Ψ  
de (7) y se calcula su elasticidad-precio ΨE . Graficándolo ahora, se en-
cuentra el punto de intersección de la grafica ΨE  como función de ln 
(x/K) que es igual al parámetro sin dimensión

Así experimentalmente se encuentra el coeficiente 2/σr . Visto 
que la tasa r suele ser dada, se destaca la posibilidad de medir la vo-
latilidad. Se recuerda que en el marco del modelo de Black Scholes la 
volatilidad se considera como una constante lo que en realidad es una 
aproximación.

En cualquier momento del tiempo el sistema se vuelve absoluta-
mente inelástico en la posición )(lnln 2 tTKx −+= σβ . Este “punto 
de inelasticidad” evoluciona hacia el valor: )(lnln 2 tTKx −+= σβ con Tt → .

Utilizando las definiciones tradicionales de las características lla-
madas “Griegos”: 

(10)

introducida arriba característica auxiliar Ψ  (8) se presenta por:

(11)

y en general: si   

Conforme a la fórmula (8) la elasticidad-precio ΨE  está ligada con 2d  
de (5b) por la relación siguiente:
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no tienen un punto fijo como ΨE  y en consecuencia no pueden ser 
utilizados para la medida experimental de la volatilidad: aquí está la 
ventaja principal de la introducción de la función auxiliar Ψ  y de su 
elasticidad-precio ΨE .

5. Importancia de la característica Ψ  y de su elasticidad-precio

Es interesante notar que la característica Γ  de (10) es bien conocida 
y ampliamente usada por los brokers de mercados de bienes derivados. 
Pero, mientras que Γ  sea cercana a introducida en este artículo función 
auxiliar, finalmente es indispensable a utilizar la nueva característica Ψ  
para encontrar la ley de conservación correspondiente a la solución “clá-
sica”.

La importancia de la función auxiliar Ψ  (7) en el modelo está 
también en el hecho que la ecuación de Black Scholes (1) se puede escri-
bir en la forma de la relación siguiente entre los “Griegos”:

con ∆  de (10) y tV ∂∂−≡Θ / . Se constata que introducida arriba 
función Ψ  define el término central de la ecuación de Black Scholes, 
el que describe la “difusión” en el espacio de precios. Notamos también 
que VEVx =∆ .

Otro lado de la importancia del parámetro Ψ  se manifiesta por el 
hecho muy sorprendente que esta función se encuentra analíticamente 
y representa la función de Green “actualizada”. La encontramos por eta-
pas. La relación (9) permite construir el operador para el cual la función 
Ψ  representa una función propia:

(13)

0)1(
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cuyos valores propios son: Kln≡λ  . La función auxiliar Ψ  y las deri-
vadas )(ln/ xVcl ∂∂ , 22 )ln(/ xVcl ∂∂ ,  son también las soluciones de la 
ecuación de Black Scholes. El operador Ψ=Ψ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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∂
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x

xtTB ln)(ˆ 2 de (13) está en conmutación 
con el operador Α̂  de la ecuación de Black Scholes (1) y por lo tanto es 
un operador de simetría de dicha ecuación. Por este medio se encuen-
tra la relación directa entre la ley de conservación (9) y el operador de 
simetría correspondiente (13): véase para los detalles nuestro artículo 
(Sukhomlin N., 2004).

Es fácil resolver la ecuación (13) y sustituir el resultado en la ecua-
ción (1). Al final se encuentra la función de Green actualizada:

 (14)

En términos de las fórmulas (8), (12) y de las denotaciones (5) esta fun-
ción auxiliar se presenta por:

(15)

La última expresión representa el valor actualizado del factor:

en el cual la dependencia del tiempo está definida por la elasticidad ΨE
),( xtEE ΨΨ = , mientras que  varía con el tiempo y con los precios.

Es interesante notar que la característica Ψ  en forma de la función 
de Green actualizada (14) aparece como factor en varias soluciones de 
la ecuación de Black Scholes. Por ejemplo, en dos clases de nuevas 
soluciones del artículo [Sukhomlin N. (2004)]: en la clase de soluciones 
representadas por la función propia (7) del operador del precio final (3.b) 
y en las soluciones particulares (15). También aparece como factor en la 
solución paradójica de la ecuación de Black Scholes que se encuentra en 
el artículo (Sukhomlin, N. et al. (2006)), etc.
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Es oportuno a constatar que después de la transformación (2) la 
función (14) se convierte justamente en la bien conocida función de 
Green (solución fundamental) de la ecuación de difusión.

Las relaciones (5), (6) y (12) permiten dar otra visión de la solu-
ción “clásica” (3):

Se vuelve que la solución “clásica” se presenta también como el valor 
actual de la expresión entre los corchetes. La elasticidad-precio ΨE  de 
la función auxiliar prácticamente define dicha solución. Este hecho se 
encuentra varias veces en el modelo de Black-Scholes (véase el artículo 
[Sukhomlin, N., Ortiz J. (2006)]) y otra vez manifiesta un papel impor-
tante de la elasticidad-precio ΨE  en el marco de este modelo.

Notamos también que 

6. Ley de conservación correspondiente a la solución “clásica”
de Black Scholes

La construcción de la ley de conservación se empieza por la construc-
ción del operador para el cual la solución “clásica” (3) ),( xtVcl  es una 
función propia. Este operador corresponde al (13). Según la definición 
(7) tenemos:

(16)

El operador L̂  está en conmutación con el operador Α̂  de la ecuación 
de Black Scholes (1) y es también un operador de simetría de la ecua-
ción. Para encontrar el operador para el cual la solución “clásica” es una 
función propia, se sustituye (16) en (13) y se aplica el operador inverso 
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(17)

Así se encontramos la estructura de dicho operador:

Se constata que este operador es lineal e integro-diferencial. La relación 
(17) permite escribir la ley de conservación correspondiente a la solu-
ción “clásica” Vcl :

(18)

Esta igualdad representa otra forma de la ley de conservación (9) que fue 
escrita en términos de la característica auxiliar Ψ .

Finalizando esta sección se calcula la elasticidad-precio de la 
solución “clásica” de Black Scholes lo que se denota a veces como la 
característica Ω :

(19)

El factor  )(/)( 12 dd ΦΦ  representa una función creciente respecto 
con ln x, acotada por el número uno. De las definiciones (5) se deduce 
fácilmente una fórmula interesante que permite presentar el precio del 
valor básico en cualquier momento del tiempo como una expresión ac-
tualizada:
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La elasticidad clE  tiende al valor uno con el crecimiento de x lo que 
corresponde a una de las condiciones de frontera: ∞→xsixV ~
.Se nota también que el sistema es infinitamente elástico para pequeños 
precios del valor básico )0( →x . La relación (19) y la Figura 2 sugieren 
que el modelo de la elasticidad constante podría ser fiable sólo para los 
precios grandes del valor básico.

En el artículo (Sukhomlin N., 2004) se comprueba que la elasti-
cidad-precio se conserva para la familia siguiente de soluciones particu-
lares de la ecuación de Black-Scholes:

Es notable que estas soluciones para diferentes valores del parámetro λ  
contienen entre otros cada uno de dos factores delante la función de la 
distribución normal )( ⋅Φ de la solución “clásica” de Black Scholes (3a). 
Para βλ −= 1  se encuentra el primer factor: )1(1 ==− cxV β  y para  

βλ −=  se encuentra el segundo: )()( KctAV ==−β

7. Conclusión

La solución “clásica” de Black Scholes se ha sido utilizada ampliamente 
por los últimos 30 años en los mercados financieros de bienes derivados, 
en la práctica de Bolsas de valores, etc. Mientras que modelo de Black 
Scholes sea bien estudiado, no se conoce ninguna cantidad que se con-
serva en marco de dicho modelo.

Figura. 2. Gráfica de la elasticidad Ecl 
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El problema de búsqueda de leyes de conservación en el marco de 
dicho modelo no es nuevo pero sistemáticamente fue utilizado para la 
construcción de nuevas soluciones en el artículo (Sukhomlin N., 2004). 
En el artículo actual se construye la ley de conservación correspondiente 
a la solución “clásica” de Black Scholes: se presenta implícitamente por 
la fórmula (9) y explícitamente por la fórmula (18). Es natural que des-
cribe la conservación del precio final K pactado en la opción lo que es la 
suposición crucial del modelo.

La importancia práctica de dicha ley de conservación está en el 
hecho que permite formular un método de evaluación experimental del 
cociente de la tasa libre de riesgo r y de la volatilidad 2/σr  descrito en la 
sección 3. La aplicación de este método a los datos de la Bolsa de valores 
de Paris CAC 40 está hecha en el artículo (Sukhomlin N. y Jacquinot 
Ph., 2006).

Para la construcción de la mencionada ley de conservación se 
vuelve muy eficaz la introducción de la función auxiliar Ψ  definida por 
la fórmula (7). La importancia de esta característica no se reduce sólo al 
hecho que ayuda en la búsqueda de la ley de conservación. Es oportuno 
a notar que Ψ  representa la función de Green actualizada (14). Es in-
teresante que esta función se convierte, por la transformación (2), en la 
bien conocida función de Green de la ecuación de difusión. Además se 
encuentra que dicha función auxiliar Ψ  se manifiesta como factor en 
gran cantidad de soluciones de la ecuación de Black Scholes.

También se observa que la elasticidad-precio de la característica 
Ψ  tiene un papel importante en el marco del modelo de Black-Scholes: 
define a esta misma característica y a la solución “clásica” de la ecuación 
de Black Scholes, etc. En la sección 5 se encuentra el operador para el 
cual la solución “clásica” (3a) es una función propia y se constata que es 
lineal e integro-diferencial.

Las investigaciones para este artículo fueran financiadas en el mar-
co del proyecto SEESCYT. El autor agradece al rector de la UASD y a 
la Escuela de Física por ayuda en la realización de investigaciones y tam-
bién a los árbitros anónimos y el Coordinador de la Revista Economía 
Prof. Ismael Ortiz por las sugerencias oportunas.
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