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Resumen En este articulo presentamos una propuesta para la enseflanza del Calculo, que surge
del especial interés por estudiar y analizar los diferentes enfoques que se le han dado a su
ensefianza en diferentes paises. Enfoques que han considerado al infinito matematico, espe-
cificamente al infinito “pequefio” llamado “infinitesimal”, como su centro. Infinito que deja
conflictos cognitivos y pedagogicos que obstaculizan la comprension de los conceptos cla-
ves como limite, continuidad, nimero real, sucesiones, entre otros. El articulo pretende con-
tribuir con el debate, dejando a los educadores matematicos universitarios, directrices que
les permitan orientar su praxis pedagogica, desde los elementos del triangulo didactico.
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Abstract In this article we present a proposal for teaching Calculus which emerges from the
especial interest on studying and analyzing the different approaches given to its teaching
in different countries,; approaches that have considered the mathematical infinite, spe-
cifically the “small” infinite called “infinitesimal”, as its center. An infinite that leaves
cognitive and pedagogical conflicts that become obstacles for the comprehension of key
concepts such as limit, continuity, real number and successions among others. The article
pretends to contribute to the debate, leaving for educators and university mathematicians
guidelines that allow them to orientate their pedagogical praxis from the elements of the
didactical triangle.
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as dificultades que presentan los estudiantes
- cuando se inician en los cursos de Analisis,

obedecen a muchas y variadas razones, se-
gun lo senalan algunos autores. Dificultades que no po-
drian desligarse de los problemas que tienen los profeso-
res o educadores matematicos cuando administran esos
cursos, ni de la complejidad y naturaleza de los conceptos
que se tratan en ellos, especificamente cuando se estudia
uno de los conceptos considerado el alma del Calculo: e/
infinitesimal.

A lo largo de la historia han existido diferentes en-
foques para abordarlo y por ende diferentes significados
asociados a los conceptos que lo involucran. Tal situacion
obliga a analizar la problematica desde los tres compo-
nentes del triangulo didactico; el cognitivo, el epistémico
y el pedagdgico, e incorporando el sociocultural. En este
articulo se hace un analisis de esa problematica, dejando
consideraciones teoricas a los docentes universitarios que
les permitan decidir su praxis pedagdgica.

1. Fundamentacion tedrica de Ia propuesta

La ensefianza del Calculo y del analisis ha pasado
por cambios a lo largo de los tltimos afios. Estos cambios
dejan una variedad de enfoques que han considerado los
fundamentos de la matematica como principios rectores
de la ensenanza de los conceptos claves que necesaria-
mente requieren de los infinitesimales para su abordaje
(limite, continuidad, entre otros). Diversos autores han
analizado este componente pedagdgico, algunos a nivel
global como Tall (1981, 1992) y otros a nivel local como
Artigue (2000) y Cantoral y Farfan (2000). Sin querer
jerarquizar ni fragmentar los componentes del triangulo
didactico mencionados en la introduccion, comenzaré por
el pedagogico.

Los enfoques en la ensefianza del Célculo:
lo pedagdgico

Para Tall (1992), el Calculo tiene una variedad de
significados en diferentes paises, en los que se ha trabajado
con dos enfoques diferentes: el enfoque infinitesimal (ba-
sado en el analisis no estandar) y el de Cdlculos con o sin
programacion (tales enfoques fueron detallados por Tall
en 1981). Por tanto, los enfoques segtin Tall, van desde un
Cdlculo informal que gira alrededor de las ideas informa-
les de razon de cambio y de los roles de la diferenciacion e
integracion como procesos inversos, Calculo de areas, vo-
limenes y aplicaciones de las integrales, hasta un Calculo
formal que gira alrededor de la idea de completitud de la
definicion € - & de limite (Weierstrass), de continuidad,
diferenciacion, integrales de Riemann y deducciones for-
males de teoremas tales como el teorema del Valor Medio
y el teorema Fundamental del Calculo.

Estos diferentes significados, segun Tall, son los
que han generado las dificultades que se resefiaron en los
parrafos precedentes. Sin embargo considera el enfoque
dinamico de limite, como el mas adecuado para que el es-
tudiante se inicie en el Calculo.

Tall (1981) considera seis enfoques diferentes que se
han dado a la ensefianza del Calculo en diferentes paises:
(a) el antiguo método infinitesimal intuitivo de Leibniz,
donde los infinitesimales son considerados cantidades; (b)
el método dindamico de limite, muy similar al anterior pero
ahora los infinitesimales son considerados funciones; (c)
el método numérico, donde la derivada puede calcular-
se para un valor especifico de x, el infinitesimal es visto
como el valor numérico de una variable; (d) el método del
dibujo en el ordenador, este enfoque muestra que parte de
la grafica no puede distinguirse de una linea recta; espe-
cificamente, la tangente a la curva en x, no puede diferen-
ciarse de la grafica en si misma. El infinitesimal es visto
como un indivisible; (¢) e/ método épsilon-delta, especifi-
ca a qué distancia debe estar el cociente de [ ’(x), es decir,
[f(x + h) —f(x)] / h para calcular la proxima distancia a la
que debe estar 4 de cero; el infinitesimal es desterrado del
Calculo; y (f) el método infinitesimal, este método sigue al
de Leibniz pero usando la légica moderna. Tall resumen
estos enfoques de la manera siguiente:

Todas las consideraciones que se han tenido acerca de
cada uno de los enfoques, se deben ldgicamente a la for-
ma anticuada en que se da el Calculo en la escuela, y pro-
pone que esta forma de Célculo, debidamente interpre-
tada, es matematicamente correcta y constituye la mejor
base para iniciarse en el Calculo. (Tall, 1981: p.16).

Por otra parte, Artigue hace la misma distincion de
Tall. Resefia la evolucion de los contenidos del Calculo,
desde 1902 hasta la tltima reforma de 1982, pero sélo en
Francia. Artigue al remontarse a 1902, sefiala como en



esa época hubo una introduccién generalizada del Ana-
lisis, basada en la ensefanza intuitiva (sin el uso de los
infinitesimales del Calculo diferencial e integral) consi-
derandolo un Calculo estandar. En 1960, segin Artigue,
el estructuralismo se vuelve dominante, el enfoque de los
conceptos funcion, limite y continuidad se hace a través
del uso de los cuantificadores. El analisis se vuelve formal
y teorico.

Al comienzo de la década de los 80, se estudia la
matematica como una ciencia construida, dependiendo de
los contextos historicos y culturales. A raiz de esto Gltimo,
la comision inter IREM de 1981 enuncia una serie de pro-
posiciones donde conceden prioridad a la ensefianza bajo
un Cdlculo informal- intuitivo, volviendo central la no-
cion de derivada y casi haciendo desaparecer la nocion de
continuidad. Este Calculo se vuelve un campo donde los
procesos de aproximacion desempefian un papel esencial.

Araiz de los acontecimientos a nivel mundial descri-
tos (Artigue, 2000; Tall, 1992) y al analizar los enfoques
de la ensenanza formal e informal del Calculo, surge en
Latinoamérica (en 1982) una nueva perspectiva que in-
corpora los cuatro componentes de la construccion del
conocimiento: su naturaleza epistemologica, su dimen-
sion sociocultural, los planos cognitivos y los modos de
transmision de la ensefanza a nivel superior (Cantoral y
Farfan, 2000).

El enfoque tedrico latinoamericano incorpora, como
ejemplo, un modelo genérico de ensefianza universitaria
basada en la nocion de prediccion de los fenomenos, apo-
yada en el binomio de Newton. Este modelo toma como
centro del disefio de instruccion, las nociones de curva y
analiticidad. Le sirve de soporte el objeto matematico, se-
rie de Taylor (Cantoral, 2001). Sin embargo, este modelo
genérico seria insuficiente para abordar temas complejos
que no se ubiquen en la matematica aplicada.

En sintesis, la variedad de enfoques en las diferentes
épocas ha dejado una serie de dificultades en la compren-
sion por parte de los estudiantes, de los conceptos claves del
Calculo, conceptos que segun los principios basicos de la
enseflanza fueron considerados los organizadores del Ana-
lisis: (a) Calculo alrededor del infinitesimal y la diferencial
(sin los infinitesimales) dejando un analisis empirico y prag-
matico, (b) Calculo alrededor de los conceptos de funcion,
limite y continuidad, dejando un analisis teorico y formal
y (c¢) Calculo con enfoque intuitivo haciendo énfasis en los
procesos de variacion, optimizacion y aproximacion.

Ante la panoramica analizada sobre algunos enfo-
ques, es necesario evocar los aportes que ha dado Tall, en
cuanto a la enseflanza y aprendizaje de algunas nociones
complejas del Calculo y que se deben considerar a la hora
de decidir el mas adecuado.

Tall (1991) hace referencia a la ensefianza de los
conceptos complejos del Calculo. Indica el autor que en
la ensefianza con adolescentes se debe poner énfasis en el
proceso de sintesis, pues éste se inicia con el ejercicio de
la intuicion, fase en la que el estudiante reune ideas y que
posteriormente, a nivel universitario, la ensefanza debe
estar enfocada hacia el andlisis. El estudiante con ayuda
del profesor debe organizar las nuevas ideas en forma 16-
gica y posteriormente refinarlas para dar deducciones y
argumentaciones exactas.

Como se puede observar, paralelamente al problema
pedagodgico se atiende a la problematica de la naturale-
za de los conceptos matematicos en funcion de los fun-
damentos de la matematica y, por tanto, como debian ser
aprendidos por los alumnos. Se analiza a continuacion, la
problematica desde los componentes cognitivo, epistémi-
co y sociocultural.

Una teoria psicologia del aprendizaje
de la matematica: lo cognitivo

Para abordar la problematica Tall (1981, 1991, 1994,
1995) y Artigue (2000) entre otros, resumen las dificulta-
des que presentan los estudiantes al enfrentarse al campo
conceptual del Analisis Matematico, detectadas a través
de investigaciones empiricas. Artigue, al dar una vision
de lo que se refiere a los procesos de aprendizaje en ese
campo conceptual, muestra que las dificultades se pueden
ubicar segun tres categorias: (a) Las ligadas a la comple-
jidad de los objetos, (b) las ligadas a la conceptualizacion
de la nocidn de limite y (c) a la necesaria ruptura con mo-
dos de pensamiento caracteristicos del funcionamiento
algebraico.

En lo que respecta a las dificultades para la com-
prension de los conceptos del Calculo y, como se podria
inferir, para la adquisicion de los infinitesimales por parte
de los estudiantes por ser un concepto complejo, estan las
que se ubican en torno a las nociones de funcion (proce-
so-objeto; diferentes registros de representacion) y limite
(obstaculo-el sentido comun de la palabra limite, sobre ge-
neralizacion de los procesos- dimension proceso-objeto;
caracteristica del concepto-de lo intuitivo a lo formal).

Otras dificultades se deben a las restricciones de
las imagenes mentales sobre la nocioén de funcién, a la
notacion de Leibniz, a la seleccion y uso apropiado de
representaciones, a la manipulacion algebraica y de los
cuantificadores en las definiciones. Dificultades en torno
al proceso de limite como intuitivo en el sentido matema-
tico y no psicologico, dificultades debidas a los diferentes
enfoques que han existido en torno a la nocién de infini-
tesimal y al desarrollo de los contenidos de los programas
de los cursos de Analisis en cada década. Al respecto, son
muchos los trabajos que se han hecho y muestran hacia
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donde va el aprendizaje y la ensenanza del Célculo (Ar-
tigue, 2000; Tall, 1985, 1992). Trabajos que pretenden
contribuir, desde la psicologia, filosofia, historia y socioe-
pistemologia, al debate que, a lo largo de la historia, se ha
generado especificamente en torno al infinito matematico.
(D’Amore, 1996, 1997; Garbin, 2005; Tall, 2001).

Tall, al observar y encontrar las dificultades sefiala-
das anteriormente, construye junto a Dreyfus una teoria
psicologica del aprendizaje de la matematica, especifi-
camente de la matematica avanzada. Matematica donde
los objetos matematicos basicos no son nuevos para el
estudiante (funcidn, nimero real) pero que no se pueden
considerar estabilizados en su mente, de aquéllos y que es
el Analisis quien va a jugar un papel esencial en su madu-
racion y conceptualizacion.

En la teoria psicologica del aprendizaje de la Mate-
matica (PMA), especificamente de la matematica avanzada
o en el Analisis, han de hacerse algunas consideraciones.
Por un lado, acerca de los procesos de pensamiento que
usa un estudiante cuando esta realizando tareas cognitivas
que involucran los infinitesimales y, por el otro, acerca de
la ensefianza que promueva los procesos cognitivos de
sintesis y analisis en los alumnos.

Se hace necesario hacer la distincion que se estable-
ce entre el pensamiento elemental y avanzado en funcion
de la complejidad de los conceptos, y mas aun cémo es
tratada tal complejidad; es decir, como es enfocada la en-
seflanza, buscando a lo largo de la historia del Calculo los
elementos caracterizadores.

Al respecto, Calvo (2001) establece las diferencias
que existen entre la ensefianza de la matematica elemen-
tal y la avanzada, encontrando ciertas caracteristicas que
las diferencian como lo son: (a) segun los conceptos que
tratan, (b) los procesos de pensamiento que intervienen,
(c) segun los estudiantes y (d) segun las estrategias de en-
seflanza utilizadas. Entendiendo por “etapa elemental” a
aquella que tiene lugar en las clases de matematica hasta
secundaria obligatoria y por “etapa avanzada”, la que tie-
ne lugar en la ensefianza de la matematica universitaria.
Entre ambas etapas se ubica una de “transicion” que apa-
rece en diferentes momentos y situaciones.

Segun Calvo, las diferencias esenciales en cuanto a
los conceptos que se tratan es que los conceptos tratados
en matematica avanzada son, en su mayoria, producto de
la evolucion de conceptos elementales que puede repre-
sentar un periodo difuso y dificil de describir. En cuanto a
los procesos de pensamiento que intervienen, basicamen-
te, son los mismos: abstraccion, analisis, categorizacion,
conjeturacion, definicion, formalizacion, generalizacion y
demostracion, pero lo que varia es la frecuencia de su uso
en cada etapa.

En cuanto a las caracteristicas de los estudiantes en
la etapa elemental, Calvo indica que la responsabilidad del
aprendizaje, generalmente, recae en el profesor; mientras
que en la etapa avanzada los estudiantes toman parte de
esta responsabilidad. Por ultimo, sefiala la autora en re-
lacion a las estrategias de ensefianza utilizadas, que en la
etapa elemental se hace énfasis en actividades algoritmi-
cas y que las definiciones son descripciones de los concep-
tos, tomando como base a la experiencia; en cambio en la
etapa avanzada se tiende a construir definiciones formales
y hacer demostraciones.

Se podria inferir que el cambio de estatus de los ob-
jetos matematicos y de los procesos de pensamiento uti-
lizados por el estudiante para aprender tales objetos, asi
como el cambio de las actividades de ensefianza, ofrece
una alternativa para considerar las relaciones entre la ma-
tematica elemental y la avanzada.

En cuanto a como tratar el cambio de estatus de los
objetos matematicos y de los procesos de pensamiento, en
la teoria psicoldgica propuesta por Tall y Dreyfus se pos-
tulan una serie de principios y corolarios cognitivos sobre
la naturaleza de la comprension de la matematica y sobre
como ensefiar pensamiento matematico reflexivo. Tall
(1994) indica que existen varios métodos para comprender
en matematica: (a) representando visualmente la informa-
cion, ya que las imagenes como los diagramas y las graficas
proporcionan una gran cantidad de informacion para ser
incorporados en una sola idea. La mente humana escoge
propiedades implicitas de las imagenes y las incorpora al
esquema conceptual; (b) usando simbolos para representar
informacion, ya que el simbolo es tratado como un objeto
matematico y en si mismo es manipulado como un objeto
mental, y (c) poner el foco de atencion de los objetos en la
estructura de sus propiedades y relaciones.

Segtin Tall (1994), los estudiantes no tienen bien de-
sarrolladas las estructuras cognitivas, por lo que son enga-
flados por las falsas imagenes. Los estudiantes tienen sus
propios esquemas conceptuales asociados a los conceptos,
esquemas desarrollados a través de sus propias experien-
cias previas (Tall y Vinner, 1981; Tall, 1994, 2001).

Tall infiere que tales imagenes como los diagramas
y las graficas, proporcionan una gran cantidad de informa-
cion. El uso del software al ser manipulado por el usuario
con el objeto de ver relaciones dindmicas, hace poderosa
la visualizacion de los conceptos matematicos. El software
sirve para abordar, entre otras, la idea no estandar del in-
finitesimal, haciendo posible una aproximacion visual de
las nociones de diferenciabilidad y ver microscopicamente
una linea con infinitesimales. Con esto, Tall muestra hacia
donde va la ensefianza y el aprendizaje del Calculo.



Por otro lado, Dreyfus (1991), quien junto con Tall
participa en la elaboracion de la teoria psicoldgica del
aprendizaje de la matematica avanzada, indica que los
procesos que permiten tratar los conceptos avanzados
como los que se indicaron en los parrafos precedentes, son
en particular, la abstraccion y la representacion. Mediante
estos dos procesos, el alumno puede moverse de un nivel a
otro y asi manejar la complejidad de los conceptos.

Sin embargo, Dieudonné (citado por Artigue, 2000)
expresa que los procesos fundamentales para el analisis
son aproximar, subestimar y sobrestimar, pues los objetos
se trabajan muchas veces con propiedades locales dando
un papel predominante a la desigualdad y al modo de ra-
zonamiento local, como es ¢l caso de la igualdad, la cual

esta asociada a la idea de proximidad local finita (V £ > 0,
d(A, B) < ¢ entonces A = B).

En sintesis, podria decirse que cualquier teoria del
aprendizaje matematico debe tomar en cuenta no sélo las
ideas previas de los estudiantes sino que debe ser vista dentro
del mas amplio contexto de la actividad humana (su razona-
miento funcional, analitico, algebraico, numérico) y cultural
(pragmatica, formal, intuitiva o una mezcla de ellas).

Ahora bien, si bien es cierto que se ha de considerar
coémo es enfocada la ensefianza de ciertas nociones matema-
ticas, y como se llega a su comprension, no es menos cierto
que se deba dilucidar la evolucion de la nocion o concepto
para interpretar factores determinantes de los procesos de
construccion El estudio de la evolucion histdrica y episte-
molégica de un concepto puede dar luz de cdmo nace y se
desarrolla, como se plantean y construyen los procedimien-
tos relacionados y qué limitaciones conceptuales aparecen
en el aprendizaje de la nocién (Crespo, 2006).

El estudio de la evolucion historica de la nocion de
infinitesimal en particular, tiene utilidad ya que permite
diferenciar las ideas, los métodos, las representaciones,
el contexto y los conceptos asociados a la nociéon en una
época historica a partir del trabajo realizado por los mate-
maticos representativos, razon que permite abordar el ter-
cer componente del tridngulo didactico: el punto de vista
epistemologico.

La génesis y evolucion histérica de un concepto:
lo epistemoldgico

El punto de vista epistemoldgico se detecta al es-
tudiar la génesis historica y evolucion de un concepto en
la historia o bien en los libros de texto; ya que como lo
seflala Ruiz (1998, p. 40), “para un mismo concepto mate-
matico se han ido sucediendo una diversidad de puntos de
vista sobre el mismo que, en su momento, fueron consi-
derados como correctos y posteriormente han sido recha-
zados o revisados”. Esto hace considerar la pluralidad de

puntos de vista posibles que le han sido asociados (ideas,
conceptos o proceptos asociados, contextos, procedimien-
tos, métodos y representaciones) y poner en evidencia su
mayor o menor adaptacion a la resolucion de diferentes
problemas.

Al respecto, se han realizado en los ultimos afios,
analisis epistemoldgicos, especificamente analisis his-
torico-epistemoldgicos para tener una herramienta que
posibilite acercarse a describir concepciones ligadas al
desarrollo de ciertas nociones matematicas, como lo son
funcion, infinitesimal y polinomios entre otros y poder
con ello disefar unidades didacticas que permitan mejorar
el proceso de adquisicion de tales nociones. (Burn, 2005;
Escobar y Valdivé, 2007, Fernandez y Valdivé, 2007 vy,
Valdivé y Garbin, 2007).

Por una parte, Artigue (1989, 1990, 1992, 1995) ha
sefialado sus potencialidades y alcances, y la necesidad
que el didacta tiene de realizar un estudio epistemologico.
Sierpinska (1985, 1992) y Brousseau (1983) entre otros lo
utilizan para determinar concepciones y obstaculos liga-
dos al desarrollo de una nociéon matematica. Godino, Ruiz,
Roa, Pareja y Recio (2003) lo utilizan para el analisis de
Recursos Interactivos usando algunas herramientas de
la “teoria de las funciones semidticas” (Godino, 2002a;
2002b).

Bergé y Sessa (2003) identifican tres “modos de uso
didactico” del analisis historico-epistemologico. Afirman
que permite recuperar la complejidad de los objetos es-
tudiados y ensancha las concepciones epistemologicas,
amplia la capacidad del investigador para interpretar las
conductas y respuestas de los alumnos y, por tltimo, pro-
vee insumos para pensar una problematizacion adaptada
al aula.

El analisis epistemologico permite tener una vision
retrospectiva de los diferentes “momentos” (en términos
de Newton) por los cuales ha pasado una nocion, especifi-
camente, el infinitesimal:

En un primer “momento” los infinitesimales fueron
“vistos” como “ideas nacientes” asociadas a una razon
como conocimiento previo, manteniéndose este esquema
conceptual hasta inicios del siglo XIV. En un segundo
“momento”, las ideas evolucionan sobre la base de las
experiencias de los matematicos en el campo de la fisi-
ca y la astronomia. Se concibe el infinitesimal asociado a
un indivisible. En el siglo XVII, acontece un salto episte-
mologico con el surgimiento de ideas ligadas a la nocion
que nos permite asociarlas a ellas. En este “momento”, el
infinitesimal es “visto” como imperceptible ¢ indivisible
y como una razon aritmética. Para finales del siglo XVII
e inicios del XVIII, el infinitesimal se representa con los
simbolos: dx, dy, o, w, ox, oy, ds, dy/dx. Finalmente, po-
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demos decir que la definicion de los nimeros reales en
el siglo XIX, hizo posible otorgar una definicién para un
infinitésimo. El infinitesimal es una variable y es un valor
numérico real (3-¢) de esa variable, lo que permite otor-
garle una caracterizacion de funcién al esquema concep-
tual epistemoldgico.

Como se viene expresando a lo largo del escrito,
existen diferentes clases de mentalidades matematicas,
diferentes contextos en los que se han construido los con-
ceptos a lo largo de la historia y diferentes enfoques acerca
de su ensefianza, que han estado marcados por los funda-
mentos de la matematica. Se hace imprescindible conjugar
esas tres visiones para comprender un enfoque didactico
que tome en cuenta esos tres componentes pero que a su
vez incorpore el plano sociocultural del aprendizaje y la
enseflanza de la matematica.

Las diferentes matematicas: lo sociocultural

Hay que tomar en cuenta que un ser humano indi-
vidual podria tener diferentes aptitudes ante un concepto,
dependiendo si es considerado en un contexto analitico o
aplicado (en la fisica, la astronomia, la ingenieria), o bien
si es adquirido de las experiencias previas que ha tenido
con dicho concepto y, por tanto, del significado que le ha
otorgado desde su cultura. Esto hace ver una epistemolo-
gia de la matematica, en términos de los argumentos de
las fundamentaciones de la matematica del siglo XX y una
epistemologia sobre la ensefianza y el aprendizaje cimen-
tada en las fundamentaciones de la matematica.

La matematica es reconocida por la Socioepistemo-
logia como una actividad cultural y, por lo tanto, es nece-
sario ubicar cada uno de sus conceptos en el escenario cul-
tural en que surgid y se desarroll6. Las condiciones en que
se genera un concepto, la manera de pensar de quienes le
dieron origen, la finalidad y manera en que fue trabajado y
transmitido, como era la sociedad en la que se desarrollo,
qué intereses tenia, como pensaba, qué la preocupaba y
muchas otras cuestiones, dan forma al escenario corres-
pondiente. El concepto de infinitesimal no ha sido siempre
el mismo como bien se mostr6 en el apartado anterior, ha
evolucionado notablemente a través de la historia. Esta
idea se encuentra ligada al escenario sociocultural en que
nos ubiquemos variando considerablemente de una cultu-
ra a otra.

En particular, se pudo observar en la historia del de-
sarrollo del Calculo que Weierstrass redujo el analisis a
una prolongacion aritmética, Riemann buscé la geometria,
y Leibniz y Newton lograron una extension del algebra
con base en consideraciones fisicas y/o geométricas y con
algoritmos que involucraban cantidades infinitesimales.

Hubo situaciones historico-sociales que permitieron
estudiar las nociones matematicas en funcion de las ne-

cesidades de la sociedad. Por ejemplo, los hechos impor-
tantes de la conquista de América, entre otros, plantean
en la época (siglo XV y XVI) la invencion de armas de
fuego, la construccién de naves y de relojes mas exactos
para dominar la astronomia y la navegacion, obteniéndo-
se resultados practicos e inmediatos (centro de gravedad,
principio fisico de los momentos de Newton) que el mé-
todo griego existente no proporcionaba. Asi mismo, en la
segunda mitad del siglo XVII (etapa de transicion hacia el
capitalismo), se utilizan los infinitesimales para resolver
problemas de dindmica y geometria (Boyer, 2003; Ed-
wards, 1979). Por tanto, las concepciones del estudiante
y del profesor se centran en como ven la matematica; es
decir, en su cultura. En tal sentido, surge la imperiosa ne-
cesidad de tomar en cuenta la cultura donde se hace mate-
maticas: la escuela, la universidad y la vida.

2. la propuesta

En los planteamientos de Artigue, Dieudonné, Tall y
Dreyfus se puede notar el requerimiento basico para que
un estudiante logre realizar tareas cognitivas complejas,
en especial, tareas que involucren conceptos de la mate-
matica avanzada: un salto cualitativo del pensamiento al-
gebraico al pensamiento analitico.

Tal salto puede lograrse si la enseflanza desde la ma-
tematica elemental a la avanzada se enfoca en la ensefianza
de los procesos mas que de los productos del pensamiento.
Igualmente en que el estudiante aprenda a sintetizar y lue-
go a analizar. Si se promueve el razonamiento local, para
lograr con ello que el alumno reflexione sobre su propia
experiencia matematica, que pueda alcanzar las metodolo-
gias que los matematicos maduros practicaron para llegar
a los productos acabados y una oportunidad de manipular
los software y no un inventario de procedimientos y una
gran variedad de conocimientos que no le permiten solu-
cionar todo tipo de problemas.

Sin embargo, es necesario acotar que para lograr tal
salto cualitativo, hay que tomar en cuenta que un ser hu-
mano individual podria tener diferentes actitudes ante un
concepto, dependiendo de si es considerado en un contex-
to analitico o aplicado, o bien de las experiencias previas
que ha tenido con dicho concepto (Tall, 1991). Esto hace
asumir una epistemologia de la matematica, en términos
de los argumentos de las fundamentaciones de la matema-
tica del siglo XX, tal como se viene sefialando en parrafos
anteriores. Siglo que ha visto la caida en desuso de los
puntos de vista intuicionista y un triunfo de una mezcla
pragmatica de formalismo y logicismo, tal como lo sefiala
Tall (1991, p. 10):

Los conceptos matematicos no solo existen cuando
su construccion es demostrada a partir de los enteros



(punto de vista intuicionista), ni solo es manipulacion
significativa de simbolos carentes de sentido escritos
en un papel (punto de vista formalista), ni consisten
en deducciones usando las leyes de la 16gica (punto de
vista logicista) ...Es una mezcla pragmatica de forma-
lismo y logicismo. Ningtin punto de vista tiene acep-
tacion universal.

O como bien lo senala Poincaré (1913, p. 210):

...Entre nuestros estudiantes nosotros notamos las
mismas diferencias; algunos prefieren tratar los pro-
blemas por analisis, otros por geometria. Los primeros
son incapaces de ver el espacio, los otros rapidamente
se cansan de largos Célculos y quedan perplejos.

Los argumentos anteriores permiten abordar la cons-
truccion de los infinitesimales en el pensamiento de los
estudiantes desde la matematica elemental, por medio de
un constructivismo pragmdtico, que tome en cuenta la dis-
tincidn entre objetos matematicos personales y formales.
Problematizar estas dos clases de objetos y la relacion en-
tre ellos, pues es alli cuando se inducen la sintesis y los
procesos de pensamiento que lo harian avanzar hacia un
pensamiento con eje articulador funcional, que hacen al
estudiante ir de un constructor de un esquema conceptual
informal y/o formal (objeto personal) asociado a los infi-
nitesimales, a un constructor pragmadtico de un concepto
formal.

La ensefanza por su parte, debe retomar el papel de
la evolucion de la nocidn en la historia, el contexto donde
emergio, los métodos matematicos y los problemas que
hicieron posible su aparicion.

El educador matematico universitario se debe con-
vertir en un investigador que, a la hora de su praxis, tome
en cuenta que la enseflanza desde la matematica ele-
mental a la avanzada se enfoca en primera instancia en
la ensefianza de los procesos mas de los productos del
pensamiento, y en las dificultades que han tenido en su
evolucion la construccion de ciertas nociones matemati-
cas. Luego, enfocarse en los conceptos del Célculo a lo
largo de la historia, especificamente en los infinitesimales,
como alma del Calculo. Finalmente poder inducir cuales
enfoques que se han dado al Calculo, son matematicamen-
te correctos y cuales significados se le han atribuido a los
conceptos, para convertir al alumno en constructor de su
propio aprendizaje. ®
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