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Resumen
En el presente trabajo estudiamos la estabilidad asintdtica de un modelo de leishmaniasis cutinea americana
{LCA). Este es una generalizacion de uno introducido previamente donde aparecen ecuaciones en diferencias
suponiendo diferentes especies de reservorios y hospedadores incidentales. Lo que acd usamos son ecuaciones
diferenciales ordinarias que describen la dinimica de infeccion en humanos, burros, perros y vectores.
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0 Introduccién

La leishmaniasis cutdnea americana (LCA) es una
enfermedad resurgente([3,6]). Es causada por
parasitos del género Leishmania (Kinetoplastida:
Trypanosomatidae), que son transmitidos por
Flebotominos (Diptera: Psychodidae: Phlebotomi-
nae). Adicionalmente la LCA es una parasitosis
que se caracteriza por poseer hospedadores
reservorios, que en principio son fundamentales
para el establecimiento de la enfermedad. El
modelaje matematico de la dinamica de transmi-
sion de las leishmaniasis ha sido pobremente
desarrollado si se compara, por ejemplo, con el de
malaria ([2, 4, 8]).

Los modelos matematicos han sido usados a lo
largo del tiempo para describir fenémenos particu-
lares, su comportamiento en general y sobre todo
su comportamiento en el futuro. Permiten obtener
informacién sobre la situacién modelada que de
otra manera no seria obvio o evidente. La
introduccion de las ecuaciones diferenciales con
retardo ha permitido estudiar el pasado de
algunas situaciones modeladas por estas ecu-
aciones,

En este trabajo consideramos el modelo estu-
diado numericamente en [4], el cual describe la
dinamica de transmision de la Leishmaniasis
Cutanea Americana, suponiendo diferentes espe-
cies de reservorios y hospedadores incidentales.
En ese articulo las ecuaciones considera-
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das son ecuaciones en diferencias, lo que aca
hacemos es considerar ecuaciones diferenciales
ordinarias donde la parte derecha del sistema que
resulta tiene la misma estructura que el consi-
derado en el trabajo antes mencionado. El sistema
en cuestion es uno no lineal de cuatro ecuaciones
ya que se consideran humanos, perros, burros y
vectores infectados.

En [3] se trata de estudiar la estabilidad (en
realidad lo que se estudia es la estabilidad
asintdtica) de un modelo similar al que estudiamos
aca, pero alld se considera un sistema donde
intervienen solo tres especies y las ecuaciones que
se consideran son mucho mas sencillas que las
que consideramos en ell presente trabajo.

El articulo esta estructurado de la siguiente
manera; en la Seccion 1 formalmente estable-
cemos el problema a estudiar, en la Seccion 2
establecemos los principales resultados del trabajo
y finalmente en la dltima Seccion dejamos algunas
interrogantes y problemas abiertos.

1 Establecimiento del Problema

Se considera un ecosistema cerrado donde se
dispone de una poblacion fija de A humanos, B
burros, C vectores y D perros, yH=H(t)=H, R =
Rit)=R,P=P{t)=P, V=V (t) =V, el nimero de
humanos, burros, perros y vectores infectados
respectivamente, en el tiempo t, t = 0, el modelo



estudiado en [4] es dado como

Hm . Ht b ﬁHVI{A & Hl} e 1|IrHHt

Rey = R+ BV(B - R) - ¥R, (1)
Pm = P| i B?Vl‘:u = PI} = "I'PP|

Vm - vl *; I3|I1":r"“\' - Vir' = l"vt’

La variable | puede ser igual a P o R o H segun se
considere a perros, burros o humanos, respectiva-
mente, como Unicos reservorios de la infeccion.

Y en el caso de considerar perros y burros
simultaneamente como reservorios el correspondi-
ente sistema viene dado como

Hm = Ht + ﬁHvli'A'- Hl} = III“r|-|Ht

Rui =R+ B V(B -R) - YR, (2)
Py =+ I3F"""III':I:II = P) = YeF,

Vi =V BeP(C = V) + BR(C - V)) - wV,.

Los ofros valores envueltos en estas ecuaciones
son ([1, 4])

i = tasa de mortalidad del Vector (1/unidad de
tiempo),

B, = tasa de infeccién, per capita, en encuentros
entre Vectores y Burros (1/lindividuo. unidad de
tiempao),

B, = tasa de infeccién, per capita, en encuentros
entre Vectores y Humanos (1/ Individuo.unidad de
tiempao),

B, = tasa de infeccion, per capita, en encuentros
entre Vectores y Perros (1/ Individuo.unidad de
tiempo),

¥, = tasa de recuperacion de la infeccion de los
Burros (1/unidad de tiempo),

¥,, = tasa de recuperacion de la infeccion de los
Humanos (1/unidad de tiempo)

¥
¥, = tasa de recuperacion de la infeccion de los
Perros (1/unidad de tiempo).

El modelo que proponemos y estudiamos en este
trabajo consiste en escribir las ecuaciones (1) v (2)
como ecuaciones diferenciales que lucirian,
respectivamente, como

% = H+pyV(A-H)—yH

R = R40V(B—R) - mR (3)
% = P+gpV(D—P)—~pP

= V4AIC-V) -V,

y

% = H4fuV(A—H)—nH

% = R+ grV(B— R)— R (4]

'{_j = P+3pV(D— P)—~pF
)
% = V+48pP(C—V)+5R(C—V)—uV.

En cada caso deben existir condiciones iniciales, es
decir, el nimero de perros, burros, humanos y
vectores infectados en el tiempo t = 0, que es
cuando se comienza el experimento, dichas
condiciones iniciales las denotamos como P, R,
H, y V, respectivamente.

El sistema (3), despues de algunas simplificaciones
luce ahora, dependiendo si tenemos en la ultima
ecuacion | =P, 1 =R, ol =H, como

% = (1-4g)H + By AV — GgHV

% = (1=1&)R+ 3aBV — 3pRV (5)
‘fﬂj = (1-4p)P + 3DV - 3pPV

o = (1=w)V+3,CP- GpPV,

% = (1-m)H + 3uAV — GuHV

% = (1=~g)R+ 3gBV - 3zRV (6)
4 = (1—+)P+ 3DV - BpPV

% = (1-u)V + BrCR - PRV,

% = (1—~g)H + fgAV — SgHV

A = (1-7)R+ 0BV - GzRV (7)
% = (1-+p)P + 3DV — 3pPV

& o (- WV +84CH - GeBV

respectivamente. De manera similar, para el
sistema (4)

% = (1—yg)H + SgAV — GyHV

& = (1-mR+0RBV - RV (®)
B = (1L-5)P+3aDV - BpPV

T = -V +(3P- BR)C-V).

Sobre la estabilidad asintotica
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2 Dinamica y Estabilidad Asintética

Vamos ahora a determinar puntos criticos en cada
uno de los sistemas (5)—(7). En cada caso es claro
queH =R =P =V =0 es uno de ellos, el
llamado origen de coordenadas. Los otros puntos
criticos, no ftriviales, son los siguientes. Para el
sistema (5), el Unico punto critico, ademas del
origen es dado como

BuA[GECD + (p—1)(1 — 7p))

82D(vi — 1 + BuC) + Bp(1 — p)(L = 78) = Bx(1l — p) (1 = p)
GrB[FECD + (p—1)(1 — 7p)]
G2 D(vr— 14 3rC) + Fp(1 — p)(1 — vg) — Fr(l — p)(1 = ~p)
B3CD + (u—1)(1 - vp)
Be(8pC +vp — 1)
G3CD + (1 —1)(1 — ~p)

F(H,R,FV) = (1-g)H+ 8gAV — GgHV,
Fy(H,R,P,V) = (1—-g)R+ 3rBV — 3rRV
F5(H,R,P,V) = (1-9p)P+ 3DV - 3pPV

y F, que, dependiendo desil=P,I=Rol=Hen
(3) es dada, respectivamente, como

Fi{H,R,P,V) = (1—pV +3CP - 3pFV,
FyH,R,P,V) = (1-pu)V + 3rCR - 3rRV,
FyH,R,P,V) = (1—p)V + GxCH — 3uHV.

Denotemos por J.F, J.F, J.F la matriz Jacobiana
de F en el punto critico (H*R*P*V*) donde
tomamos como F, el caso | =P, | =Rol=H cuando
corresponda. Motemos que la matriz Jacobiana de
F es la matriz variacional de los sistemas (5), (6) y
(7) segin sea el caso, la idea en todo caso es

Vvt estudiar condiciones para estabilidad asintética
Gp(dpD +u—1) dependiendo del espectro de la matriz en cuestion.
Para el sistema (6) éste es La matriz variacional en cada caso es
H, -.;H "i[{l o ]{l -— "\R} JRBC] i - S 3"1.-.. 0 o .3"{.4.— H‘}‘ﬁ
~ B&B(ym — 14 34C) + Br(l — ) (1 — ) + B (u - l}fl—“n} 0 1— g — GgV* 0 gr(B - R*)
fl-.ﬂ}(l—"'ﬂj—dnﬂc 1] 1] 1—"."F'—J1P.1'+ JP{D-P'].
R Br(BrC + 1 — 1) ] 0 Bp(C=V*) 1l=p=g3pP')
P 3pD|(1 — p)(1 —vr) — 5 BC) 1- '-‘H; auV* o - g Br(A — H*) \
RB(A=2r =30 + Gl @)1 =p) =Bl =@ (=) JaF=| o 'TRGRT 0 bR
v _(—=p)(1 —~g) - BRBC ) gglC =-Vv*) 0 1—p—pgpR)
Gr(GrB4p-1) ' 1y AV 0 D FulA— H*) \
. ] 1 —yg— dgV* ] 3g(B - R*)
y finalmente para el sistema (7), InF = 0 0 L—p—3pV*  ds(D—P")
Balc = v 0 ] 1= u—fyH" )

(1= p)(u =1) = FHAC
JH(JHC + H - l}
B[(1 — u)(ya — 1) — B AC]
5 Al = 98 — GrC) + Ou(l — p)(vr = 1) + Fr(l — p)(1 = &)
D[(1 — p)(ym — 1) — 85 AC)
BHA(l = 9p = 3pC) + Ou(l = p) (e — 1) + (1 — p)(1 = &)
(1= ) —1) - GRAC
Iu(0wA+p—-1)

Mirando el sistema (8) notamos imediatamente
que el origen es una solucién, sin embargo otras
soluciones no triviales existen pero necesitamos
muchas mas condiciones sobre los signos de las
constantes envueltas a fin de determinarlas. Defi
nitivamente no es una tarea facil, Maple es dtil en
estas circunstancias y es lo que hemos usado en
los calculos previos.

T
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Sea (H*,R*,P* V*) un punto critico de los sistemas
(5), (6), (7) (cada uno de estos puntos sera
determinado mas adelante), y F: DCR* — R la
aplicacion dada por

FHR,P,V)={F(HR,P, V), F,(HR,P,V),F(H,
R,PRV) F(HRPV))

donde
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En el caso de sistema (8) F,, F,, F, son como

antes, mientras que F, es dada por
Fo=(1-pV+@P-BRIC-V,

y la matriz variacional luce como

1= = BV 0 0 Bu(A - HY)
JF= o 1— g GgV" 0  pp(B-R)
o 0 l=ap=3V*  gp(D-P¥)

0 Gr{C -V  Bp(C—V*) 1= p—3pP* + GgR"

Definicién 2.1 ([7], [9]) Bl punto de equilibrio xo
del sistema no lineal x = f(x)

en R™ es estable si para cada € > L'I' eriste

d > 0 de tal forma

xeR", ||x—!oxu|| {q?guf;hm que la
correspondiente solucién x(t;x, 1) de dicho
sistema satisface ||p(t;x,t0) — %o|| < e.

El punto de equilibrio xg es inestable si
no es estab

Definicién 2.2 (/5], /7, [9])El punto de
equilibrio xg del sistema no lineal % =
f(x) en B™ es asintdticamente estable si es
estable y ademds t_ll.}:& w(t x,40) = Xo.

Vamos ahora a estudiar la estabilidad o inestabili-
dad de los puntos criticos encontrados en la



seccion anterior mediante el signo de los autova-
lores de las correspondientes matrices variaciona-
les. Sabemos por ejemplo que el origen (H*=R* =
P* =V*=0)es un punto critico para cada sistema,

las correspondientes matrices variacionales son

1l -y 0 0 g d
B 0 1l-9z 0 BgB
JeF=1 b dems Aab |1
0 0 SpC l=p
[l=ayg 0 0 GgA)
oE 0 1=1g 0 Ore
< e 0 0 1-—ap BeD |’
.0 MmE B Ll-p)
_ 0 1l==g 1] GgrB
JuF = i} 0 1-—v0 fpD|*
\ GxC 0 0 1-pf
JF = ] l==pg 0 daB
s 0 0 l==p GpD
\ 0 GsC BsC 1-p)

Teorema 2.3 El origen es inestable para los
sisternas (5)-(7).

Prueba. Lo que hacemos es calcular los espectros
de las matrices dadas arriba, estos son,

! 1
o(0pF) = {1- 2w, 1-m, 3[2- oo+ 2 flrp =P +a530¢ ] |,

e(JpF) = {I = Hy L= p, %[?—'r'.‘ﬂ'l'ﬂ}'-t y i‘."R‘H‘F"‘-’-Jﬁ.B‘:]}-

elJuF) = {l - 9p L="g, %[?'- (ar + ) &y (3w = o) +4‘.;:-"'C]
De acuerdo con la definicién anterior, y con el
Teorema de la Variedad Estable ([9]) la condicién
necesaria y suficiente para garantizar la estabili-
dad asintética es que todos los autovalores tengan
parte real negativa. Oservando los espectros de
las matrices de arriba notamos que una condicion
necesaria para tener autovalores con parte real
negativa es que 1-y,, <0, 1-y, <0,y 1=y, <0 o,
equivalentemente, y,,> 1, y,> 1, y y,> 1. Por otro
lado, de acuerdo con [4] los valores de las
constantes en cuestion tienen la propiedad y,, < 1,
¥: < 1. ¥ ¥, < 1. En ofras palabras, no hay forma
de garantizar estabilidad asintética del origen para
esta ecuaciones. En otras palabras el origen es
inestable.

Observacion 2.4 El caso en que el punto critico

}_

az

nulo (el origen) no sea asintéticamente estable lo
que significa es que la enfermedad no desaparece
por si sola. La forma de hacerla disminuir y
eventualmente desaparecer es introduciendo
nuevos elementos como fumigaciones o vacuna-
ciones en los individuos, lo cual corresponderia a
introducir perturbaciones en el ecosistema y por
tanto en el modelo, pero que en nuestro sistema en
cuestion no se contempla.

Observacion 2.5 La estabilidad de los otros puntos
criticos diferentes del origen seran estudiados en
un trabajo actualmente en preparacion, considera-
mos de vital importancia el dar informacion sobre el
origen pues es en este punto (ausencia de
individuos infectados) donde se desea que conver-
jan de manera asintdtica las soluciones del sistema
comespondiente, cosa que ya hemos visto no
ocurre a menos que se introduzean perturbaciones.

El caso de JF es mucho mas complicado, en todo
caso el polinomio caracteristico asociado a esta
matriz es

P(A) = A+ @A + 020 + as) + g,
donde

m==3+mwm+ir+re+

a; = —(1r + +#) + el + B) +1p7p — 83 DC - JRBC,
= —1+g+7p +p+ GpDC(1 - 1r) — 1r(71e + 1) + GRBC(1 - 7p)

+vpp(=14+g) + (vm - 11{3“ 2l +9r + Hl + el —p) +R7P

+ _CEJ;D + ‘-ﬁ?Bl]"-'l

= (= )| =L+ 20{1.= 32 = )+ (BBDC + 7)1 = 70

+({FBC + p)(1 - “!P]] !

Teorema 2.6 El origen es inestable para el sistema

(8) .

Prueba. Usamos el criterio de Routh-Hurwitz ([5]) y
damos condiciones para la estabilidad asintotica
del origen. Para eso calculamos los distintos
menores de JF, es decir

-

B s By s il 8 s Bt (3‘ g )
3 2,

a 1 0 iy 1 D D
ﬂ; = dﬂ(ﬂg az ﬂ.) Y ﬂu = dﬂ A5 % W 0

0 a, a3 a
b @ oo 4 a3 a3

00 0 a

Recordamos que a,i=1,-- -, 4 son los distintos
valores calculados anteriormente. La estabilidad

asintﬂtiﬁa 58 garﬂnﬁzﬁ $i ﬂ.; b ﬁ,, ﬂ.*_r - E',, -‘i‘.; =0, -‘ﬁ.; =0,

O equivalentemente, A, = o, > 0, &; = a2z — a3 >
1:'1 ﬂ*! = [’G;_IJ.: _ﬂ].jﬂ].— Ilgﬂl = ﬂ_ &I —

ayf(aas — as)as — alay > 0.

Sobre la estabilidad asintética
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Enelcasode &, =a, >0, estoesequivalente a,
—d+9g+r+ip+p =00 bienvg+ag+p+pu >4

y de nuevo nos encontramos con una situacién
similar al caso de las ecuaciones (5)-(7) donde no
se puede garantizar estabilidad debido a que por
razones experimentales los valores envueltos en
la relacién de arriba son todos menores que 1, no
hay entonces manera que su suma sea mas de 4.

3 Comentarios Finales

Hemos presentado un modelo que describe la
dinamica de ftransmisién de la Leishmaniasis
Cutanea Americana, hemos mostrado que no hay
estabilidad asintatica del origen. Creemos gue es
la puerta de entrada para estudiar mas propie-
dades de este modelo, como conjuntos estables,
inestable y centrales por ejemplo.

Es pertinente e importante el implementar simula-
ciones numéricas para este modelo, esto per-
mitiria observar el comportamiento de las
soluciones en puntos cercanos a los puntos
criticos y para distintos valores iniciales.

El modelo como esta planteado es restrictivo en el
sentido que considera un ecosisterna cerrado
donde los nimeros de individuos, A, B, C, D son fi
jos a lo largo de todo el proceso, es posible,
mediante experimentacion, dar expresiones en-
términos del tiempo t para estos valores y se
convertirian en funciones del tiempo, es decir, A=
A(t), B = B(t), C = C(t), D= D(t); lo cual es plausible
pensando que el nimero de individuos cambia
con el tiempo. Nos atrevemos a conjeturar que
estas expresiones deben ser polinomios con coefi
cientes a determinar.
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Abstract:
About the asymptotic stability of a model of
Cutaneous Leishmaniasis.

In this paper we study the asymptotic stability of a
model of Leismaniasis, this is a generalization of a
previously introduced where they consider finite
difference equations assuming different species of
reservoirs and hosts. What we use ordinary
differential equations that describe the dynamic of
infection in humans, donkeys, dogs and vectors,



